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Voorwoord 


Deel 1 van de serie Toegepast Wiskunde voor het Hoger Beroepsonderwijs is geheel 
herzien en bewerkt. Het ingangsniveau ten opzichte van de vorige druk is aan- 
zienlijk verlaagd, waardoor het boek toegankelijker is geworden voor met name 
havoleerlingen (vooral met de profielen N&G of N&T) en mbo-leerlingen (niveau 
4). Wat de laatste categorie betreft, wordt er wel van uitgegaan dat zij nog tijdens 
hun mbo-opleiding of als voorbereiding op een hbo-studie een wiskundecursus 
hebben gevolgd. 

Vooralsnog is de serie Toegepaste Wiskunde voor het Hoger Beroepsonderwijs voor- 
al bedoeld voor gebruik in de technische sector van het hbo. In de meeste gevallen 
zal de behandelde stof de gehele propedeusewiskunde betreffen. 

In de eerste twee hoofdstukken wordt uitgebreid aandacht gegeven aan de elemen- 
taire zaken, die voorafgaan aan het differentiëren en integreren. Ook op het rekenen 
met symbolen wordt uitvoerig ingegaan. Aan alle elementaire functies en hun gra- 
fieken wordt aandacht besteed. Verder is er, om te voorzien in een gebleken be- 
hoefte, een hoofdstuk Goniometrie toegevoegd. Hierin wordt niet alleen aandacht 
besteed aan goniometrische functies, maar ook aan driehoeksmeetkunde. De oefen- 
stof is aanzienlijk uitgebreid. Met veel voorbeelden wordt de student door de stof 
geleid. Al met al is er veel gedaan om het inzicht en de routine in wiskundige 
concepten te vergroten. Maar ook de wiskundige contexten krijgen, overigens net 
als in de oude druk, voldoende aandacht. 

Elk hoofdstuk bevat een aantal Maple-voorbeelden en -vraagstukken, die uiteraard 
ook met een ander computeralgebrasysteem te maken zijn. De auteurs zijn van 
mening dat computeralgebra weliswaar onmisbaar is, maar dat de student zich 
eerst de achterliggende wiskundige concepten zal moeten eigen maken. Om dit 
doel te bereiken is dit boek zodanig opgebouwd, dat eerst de theoretische concep- 
ten bestudeerd moeten worden; vooral bij de wat moeilijkere vraagstukken kan 
vervolgens de computer worden ingezet. Dit soort vraagstukken is voorzien van 
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een computerpictogram. Opgaven die met een grafische rekenmachine gemaakt 
dienen te worden zijn van een bijbehorend pictogram voorzien. 

Ook is er een onderwerp ten opzichte van de vorige uitgave van deel 1 vervallen, 
namelijk het onderwerp Rijen en reeksen. Dit onderwerp wordt komend jaar over- 
geheveld naar een nieuw te verschijnen deel 2. Voor docenten die dit hoofdstuk 
toch wensen te behandelen in het propedeusejaar is een pdf-file van de website 
www.hbuitgevers.nl te downloaden. Dit laatste geldt overigens ook voor een cursus 
Maple. Daarnaast is op de zelfde website nog ander studiemateriaal te vinden, 
onder andere voorbeelden van studiewijzers en uitwerkingen van de opgaven uit 
de herhalingsparagrafen. 


Rijswijk, 1 februari 2007 
Jan Blankespoor 

Kees de Joode 

Aad Sluijter 





10 Basisvaardigheden, basistechnieken 


Leerdoelen hoofdstuk 1 


Om wiskunde te kunnen toepassen bij het oplossen van problemen die zich voor- 
doen in techniek of economie worden grootheden of variabelen vervangen door 
symbolen. Met zogenaamde algebraïsche vaardigheden kan met deze symbolen 
gemanipuleerd worden. In dit hoofdstuk wordt geleerd hoe dat gaat. Voor het ver- 
krijgen van inzicht in wiskundige toepassingen is het absoluut noodzakelijk dat deze 
vaardigheden beheerst worden, ook al beschikken we tegenwoordig over computer- 
algebrasoftware, die ingezet kan worden om (een deel van) het werken met formules 
over te nemen van de mens. Daarom noemen we de algebraïsche vaardigheden die 
in dit hoofdstuk aan bod komen basisvaardigheden. We zullen uitleggen met welke 
(reken)regels deze basisvaardigheden kunnen worden toegepast en inzicht ver- 
schaffen in de achtergrond van deze regels. 


Vergelijkingen en formules bestaan uit wiskundige uitdrukkingen, waarin één of 
meer onbekende of nader te bepalen grootheden zitten. Vaak zullen we basisvaar- 
digheden toepassen bij het oplossen van vergelijkingen en/of het manipuleren 
in formules. Daarvoor is een aantal basistechnieken nodig. In dit hoofdstuk zullen 
deze basistechnieken worden beschreven en uitgelegd. We passen deze technieken 
toe op verschillende soorten vergelijkingen die in de praktijk zullen voorkomen. 
De student zal de soorten moeten leren herkennen en van elkaar kunnen onder- 
scheiden. 

Hoofdstuk 1 bevat de volgende onderwerpen. 

getallen, notaties, verzamelingen en intervallen 

rekenvaardigheden voor het rekenen met getallen 

breuken 

wortels 

rekenen met symbolen 

wegwerken van haakjes 

ontbinden in factoren 

manipuleren met formules 

oplossen van verschillende soorten vergelijkingen met één onbekende (lineaire 
vergelijkingen, kwadratische vergelijkingen, wortelvergelijkingen, gebroken ver- 
gelijkingen) 

oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen 

machten 

exponentiële vergelijkingen 

logaritmen 

logaritmische vergelijkingen 

het begrip absolute waarde 


Basisvaardig- 
heden, 
basistechnieken 





Inleiding 


Wat verstaan we onder basisvaardigheden? 

Onder basisvaardigheden verstaan we al die wiskundige vaardigheden en/of reken- 
vaardigheden die een student tijdens een hbo-opleiding in de sector techniek moet 
beheersen. Op deze vaardigheden kan elk moment tijdens de opleiding, en beslist 
niet alleen tijdens wiskundelessen, een beroep worden gedaan. Techniekdocenten 
zullen er vrijwel altijd van uitgaan dat studenten dit soort vaardigheden beheersen. 
En ook veel teksten en formules in studieboeken kunnen pas begrepen worden als 
men over voldoende wiskundige basisvaardigheden beschikt. De kennis die nodig is 
om basisvaardigheden te kunnen toepassen dient dus paraat aanwezig te zijn. 


De rekenmachine en computeralgebrasoftware 

We gaan ervan uit dat elke student over een geavanceerde rekenmachine (hiermee 
bedoelen we een grafische rekenmachine (GR) of een symbolische rekenmachine) 
en/of computeralgebrasoftware (Maple, Derive, enzovoort) beschikt. Zulke hulp- 
middelen zijn tegenwoordig onmisbaar, vooral bij het oplossen van min of meer 
ingewikkelde problemen en het analyseren van grafieken. Maar voor het toepassen 
van basisvaardigheden zijn dit soort technische hulpmiddelen feitelijk meer een 
controlemiddel. Als voor het toepassen van basisvaardigheden altijd zo’n technisch 
hulpmiddel nodig zou zijn, zou dat onnodig veel tijd kosten. Maar erger is dat het 
apparaat als een ‘black box’ beschouwd wordt: men stopt er wat in en zonder na te 
denken wat het resultaat zou kunnen zijn komt er wat uit. 2 keer 3 wordt toch ook 
niet met een rekenapparaat uitgerekend? Uitdrukkelijk willen we stellen dat een 
rekenmachine of computer wel degelijk een onmisbaar hulpmiddel is (en we zullen 
dat hulpmiddel in dit boek talloze malen gebruiken), maar juist de basisvaardig- 
heden leert men te beheersen zonder dat hulpmiddel. Soms zullen we tips geven 
hoe basisvaardigheden beter begrepen kunnen worden met behulp van een GR. We 








Figuur 1.1 
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hebben daarvoor de TI-83 gekozen. En het is natuurlijk niet verboden om een reken- 
machine te gebruiken ter controle van de antwoorden .… 


Getallen en getalverzamelingen 

In dit boek wordt met reële getallen gewerkt. Dat zullen we niet steeds vermelden. 
We gaan er wel vanuit dat het begrip reëel getal bekend is. Voorbeelden van reële 
getallen zijn 4, L, -56, 1000, 0, v2 maar ook decimale getallen zoals 6,4256784 of 
bijzondere getallen zoals 7 (= 3,141582653589. . .). Decimale getallen zullen we met 
een komma als scheidingsteken schrijven. Bij berekeningen met de (grafische) re- 
kenmachine en met de meeste computerprogramma’s wordt overigens een punt als 
scheidingsteken gebruikt. 

Soms zullen we uitdrukkelijk vermelden dat we met een reëel getal te maken heb- 
ben. In dat geval wordt als volgt genoteerd: x is reëel, x € R (letterlijk: x is een 
element van de verzameling van de reële getallen, het symbool € betekent ‘zit in, 
ligt in, maakt deel uit van, is element van’). 

Gehele getallen (voorbeelden: -1000, -64, 0, 6, 10) zijn voorbeelden van (een spe- 
ciaal soort) reële getallen. Wanneer we willen dat een getal geheel is, noteren we dat 
als:.x € Z (letterlijk: x is een element uit de verzameling van de gehele getallen). 
Natuurlijke getallen zijn gehele, niet-negatieve getallen (0 hoort er dus ook bij). 
Notatie: met x € N bedoelen we dat x een natuurlijk getal is. 

Een interval is een deelverzameling van de verzameling van de reële getallen. Er zijn 
open en gesloten intervallen. Onder de notatie {x € R|x € [a,b] }, kortweg [a,b] ver- 
staan we alle reële getallen tussen a en b, inclusief de getallen a en b zelf. De notatie 
x € [a,b| staat dus voor: a < x < b. Omdat de grenzen tot het interval behoren 
spreken we van een gesloten interval. De verticale streep in {x € R|x € [a,bl} bete- 
kent: ‘op voorwaarde dat’ of ‘waarvoor geldt’. 

Onder de notatie {x € R|x € (a,b)} verstaan we alle reële getallen tussen a en b, 
waarbij a en b zelf niet meegerekend worden. De notatie x € (a,b) staat dus voor: 
a< x< b. Omdat de grenzen niet tot het interval behoren spreken we van een open 
interval. Er zijn ook half-open of half-gesloten intervallen. Het interval (a,b) bijvoor- 
beeld bestaat uit alle getallen x waarvoor geldt: a < x < b. 

Op een getallenlijn kunnen we intervallen met of zonder randpunten van elkaar 
onderscheiden door open of gesloten rondjes. Zo'n getallenlijn strekt zich onbe- 
perkt naar links en naar rechts uit. We zeggen dat de lijn loopt van — oneindig tot + 
oneindig. Het symbool voor oneindig is oo. In figuur 1.1 zien we hoe de intervallen 
[1,2], (3,4), (5,6) en (9,00) weergegeven worden: 


l 2 3 + 5 6 9 


Belangrijke opmerkingen 

e Hetis zeer ongebruikelijk om een interval te schrijven als b > x > a. 
Het kleinste getal hoort namelijk links te staan. Maar wanneer b klei- 
ner zou zijn dan a zou het interval b > x > a een tegenstrijdigheid 
betekenen (ga zelf na waarom). En een notatie als a < x > b is niet 
alleen ongebruikelijk maar zelfs niet toegestaan. Waarschijnlijk wordt 
ermee bedoeld dat zowel a < x (dus x > a) als x > b. In de praktijk 
betekent dit dat x groter is dan het maximum van a en b. 

e œ İs slechts een symbool, dus geen getal! Vandaar dat we een interval, 
dat zich uitstrekt tot oo rechts met een open haakje ) afsluiten. 
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Het gebruik van pijltjes 

Een veel gebruikt symbool is het zogenaamde implicatie-pijltje > (niet te verwarren 
met het pijltje —, dat we voor iets heel anders zullen gebruiken). Onder A — B 
verstaan we: uit bewering A volgt bewering B. Het implicatiepijltje wordt nogal 
eens verkeerd gebruikt. Zo is het implicatiepijltje beslist niet synoniem aan het 
=-teken. De notatie 3 x (4 + 1) = 15 is onjuist, correct is 3 x (4 + 1) = 15. 

Een dubbele pijl > staat voor: uit links volgt rechts maar ook andersom. Anders 
gezegd: A & B betekent: als bewering A waar is, dan is bewering B waar (A => B) én 
als bewering B waar is, is bewering A waar (B = A). Voorbeeld: 2x = 4 & x = 2. 
Het symbool ~ wordt gebruikt bij benaderingen. Bijvoorbeeld geldt n = 3,14. 
Tenslotte zullen we regelmatig de symbolen A voor het woordje ‘en’ en V voor het 
woordje ‘of’ gebruiken. Bijvoorbeeld: Onder {x = 5 V x = 7} verstaan we: x = 5 of 
x= 7;onder{x > 1lAxs<S5jverstaan we het interval [1,5] oftewel 1 < x < 5. Merk 
op dat {2 <x<4}V{3 < x < 5} ook geschreven kan worden als {2 < x < 5}. 
Merk ook op dat {2 < x < 3} A {4 < x < 5} onmogelijk is. 


Het evenredigheidsbegrip 

Speciale aandacht besteden we aan het relatief onbekende symbool œx. Het symbool 
betekent ‘evenredig met’. Als y x x, dan is y evenredig met x, dat wil zeggen dat 
y = c - x, waarbij c een constante (factor) is. Aangenomen dat c > 0 betekent dit dat 
y groter wordt bij toenemende x (en ook omgekeerd: wanneer x afneemt, neemt 
y ook af). Wanneer c = 2 neemt y twee keer zo snel toe als x. Wanneer c = 4 neemt 
y bij iedere toename van x slechts de helft daarvan toe. Hoe groter c is, hoe sneller y 
toeneemt bij toenemende x. Juist in de toegepaste wiskunde vinden we nogal wat 
evenredigheden in formules terug. 

Het begrip ‘omgekeerd evenredig’ zullen we ook uitleggen. Als y omgekeerd even- 


Ea l E 
redig is met x dan geldt: y = c - Ten (voor c > 0). Wanneer x toeneemt, neemt y 


af en omgekeerd. 


Soms vinden we in een formule verschillende evenredigheden terug. 


Uit de mechanica weten we dat de kracht F waarmee twee puntmassa's m en m elkaar 
aantrekken evenredig is met beide massa's en omgekeerd evenredig met het kwadraat 
van de afstand. In formulevorm: F = Cody (deze wet heet de gravitatiewet van New- 


ton, C heet de gravitatieconstante). K 


Opgaven bij 1.1 


Geef op een getallenlijn alle getallen weer die tot de gegeven verzameling behoren 
en noteer deze verzameling als interval(len) (indien mogelijk): 

fx € R3 < x <5} 

IJERI SALS ALLEE) 

is EeERS ZZS VA<K<7} 

{xeRBSr<c5A7Sx< 8} 


jab) 
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Geef op een getallenlijn alle getallen aan die tot de gegeven verzameling behoren en 
noteer deze verzameling als interval(len): 
a {x € R|I3 < x< oo} 
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b {xeRlx<5 Vvx>7} 
€ {4E RZ <5 VAR IJ 
d {xeRlx<5Ax>0} 


De variabele z is evenredig met x en zowel omgekeerd evenredig met y als met de 
derde macht van v. Geef deze relaties in één formule weer. 


Rekenvaardigheden 


We herhalen nog eens een aantal rekenregels voor het omgaan met reële getallen. 
Het komt maar al te vaak voor dat een gevolgde oplossingsmethode correct is, maar 
dat door rekenfouten het resultaat fout is. 


Rekenkundige bewerkingen 


Voor de belangrijkste rekenkundige bewerkingen gebruiken we volgende symbolen: 
Optellen: + (het som-teken). Een optelling wordt meestal som genoemd. 


Aftrekken: — (het verschil- of min-teken). Het resultaat van het aftrekken van twee 
getallen wordt meestal verschil genoemd. 


Vermenigvuldigen: x of - (het vermenigvuldigings- of product-symbool). Een enkele 
keer wordt het *-symbool (asterisk) gebruikt. Vaak laten we het vermenigvuldigings- 
symbool gewoon weg. Zo is normaal gesproken a x b hetzelfde als a - b of ab. 


Bij het werken met Maple is gebruik van het vermenigvuldigingssymbool 
verplicht en betekent ab iets heel anders dan a x bof a x b). 


Een vermenigvuldiging wordt meestal een product genoemd. 


Delen: — of /, of een horizontaal deelstreepje (het quotiëntsymbool of deel-teken). 


Zo wordt voor het quotiënt van a en b zowel a + b, als a/b , als (bij voorkeur) 7 


geschreven. Een deling wordt meestal een quotiënt genoemd. 


Machtsverheffen: Bij vermenigvuldigingen van een getal met zichzelf gebruiken we 
gehele machten. Zo betekent 2 x 2 x 2 x 2 hetzelfde als 2%. 


Worteltrekken is de omgekeerde bewerking van machtsverheffen. We gebruiken 
hiervoor het wortelsymbool {/ (waarbij het positieve, gehele getal n nog ingevuld 
moet worden). Zo betekent /16 (spreek uit: vierde-machtswortel van 16) hetzelfde 
als 2, want 2% = 16. Wanneer n = 2 (2° machtswortel) schrijven we / (we laten 
dus de 2 weg). We noemen de 2° machtswortel vrijwel altijd gewoon ‘wortel’. 

Bij het rekenen met getallen worden de zes verschillende soorten bewerkingen op- 
tellen (som), aftrekken (verschil), vermenigvuldigen (product), delen (quotiënt), 
machtsverheffen en worteltrekken vaak gecombineerd. Bij het combineren van 
deze bewerkingen moeten we rekening houden met afspraken ten aanzien van de 
volgorde waarin deze worden toegepast. Sommige bewerkingen hebben voorrang 
boven andere. De voorrangsregels formuleren we als volgt: 

l machtsverheffen en worteltrekken (hoogste prioriteit, onderling geen prioriteit). 
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2 vermenigvuldigen en delen (onderling geen prioriteit). 

3 optellen en aftrekken (onderling geen prioriteit, maar wel de laagste prioriteit). 
Als er geen onderlinge prioriteit bestaat tussen de bewerkingen wordt van links naar 
rechts gewerkt. Wanneer een bewerking wordt toegepast op een andere bewerking 
geldt dat de eerste (de ‘binnenste’) bewerking altijd voorgaat boven de ‘buitenste’. 
Met het plaatsen van haakjes kan de voorrang tussen de bewerkingen verder ge- 
regeld worden: haakjes gaan altijd voor! 

Tenslotte merken we nog op dat het niet is toegestaan om twee rekenoperatoren 
zonder getal of haakje na elkaar te schrijven. Zo is — — 4 niet toegestaan, —(—4) wel. 
En 2 x —3 is niet toegestaan, 2 x (—3) wel. 

We zullen de hierboven genoemde regels met een aantal voorbeelden toelichten. 


12 +8 — 4 = 16 (feitelijk staat hier 12 + 8 + (—4) = 16; het maakt dan niet uit in 
welke volgorde de operaties worden toegepast) 

12 — 8 — 4 = 0 (denk erom dat dit niet hetzelfde is als 12 — (8 — 4) = 8; in feite 
staat er 12 + (—8) + (—4) = 0) 

12 + 4 x 5 = 12 + 20 = 32 (vermenigvuldigen gaat voor optellen) 

(12 + 4) x 5 = 16 x 5 = 80 (haakjes gaan voor) 

52 — 4 x 2 = 25 — 8 = 17 (eerst machtsverheffen, dan vermenigvuldigen, tenslotte 
aftrekken) 

30/5/2 x 4 = 6/2 x 4 = 3 x 4 = 12 (er is geen onderlinge prioriteit tussen verme- 
nigvuldigen en delen, dus wordt er van links naar rechts gewerkt) 

(3+4) x 5—14 x 2= 7 x 5-— 28 = 35 — 28 = 7 (de haakjes gaan voor, dus 
eerst wordt er opgeteld, dan vermenigvuldigd en tenslotte afgetrokken) 

64/(4 x 2) + 2+2 = 64/8 + 2 = 8 + 32 = 40. 





De som (3+2) wordt in dit voorbeeld als macht gezien (‘binnenste bewerking’) 
van 2 en moet dus eerst berekend worden). 


v32 + 4 = V9 + 16 = v25 = 5. Ook hier gaat de ‘binnenste’ bewerking, optel- 
len, voor boven de ‘buitenste’, worteltrekken. Let hierbij goed op: V32? + # Z 
v32 + VA? want de wortel slaat op 32 + 4? in zijn geheel, feitelijk staat er 


(32 +42). 


v32 x 42 = VI x 16 = V144 = 12. Merk op dat hier, in tegenstelling tot het vorige 
voorbeeld, wel ‘gesplitst had mogen worden: 


VR x 42 = VR x V42 = 3 x 4 = 12; blijkbaar hebben wortels de splitsings- 
eigenschap wel ten aanzien van vermenigvuldigen, maar niet ten aanzien van op- 
tellen; we komen hier later op terug. 


\/(—4)? = VIB = 4. Tussen machtsverheffen en worteltrekken bestaat geen on- 


derlinge prioriteit, maar hier moet eerst de ‘binnenste’ bewerking (machtsverheffen) 
worden uitgevoerd en vervolgens de ‘buitenste’ (worteltrekken). 
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Breuken 


Er worden vaak fouten gemaakt bij het werken met breuken. Vandaar de volgende 
uiteenzetting. 

Een echte breuk (ook wel rationaal getal genoemd) is een deling van twee gehele 
getallen: de teller (boven de breukstreep) en de noemer (onder de breukstreep). 
Wanneer in een breuk de teller door de noemer gedeeld kan worden zonder rest kan 
de breuk geschreven worden als een geheel getal (voorbeeld: £ = 3). Wanneer de 
teller niet deelbaar is door de noemer kan de breuk altijd als decimaal getal geschre- 
ven worden, door de deling zo lang voort te zetten als mogelijk is. Meestal laten we 
dit aan een rekenmachine over. Het resultaat is een repeterende breuk (onbeperkt 
aantal cijfers achter de komma) of een niet-repeterende breuk. 


ie 


= 0,3 = 0,33333... (répeterende breuk, de 3 herhaalt zich onbeperkt) 


3 
13 
a (niet-repeterend) 
4 
e 0,38 = 0,363636... (repeterende breuk: 36 herhaalt zich onbeperkt) 
25 ! 
En 3,125 (niet-repeterend). 


Wanneer een breuk in een GR wordt ingevoerd, zal deze er normaal gesproken een 
decimale breuk van maken. Wanneer er redenen zijn om de breuk als echte breuk te 
blijven schrijven wordt optie 1 (frac) uit het menu MATH gebruikt. Vaak zullen we 
breuken juist niet herleiden tot decimale breuken. 

Voor het optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen van echte breuken gebrui- 
ken we een paar belangrijke rekenregels. 


Rekenregels voor breuken 
1 Wanneer de teller groter is dan de noemer kunnen we de breuk anders schrijven 
door eenmaal te delen (uitdelen’) en de rest als nieuwe teller te gebruiken. 


13 5 13 5 5 

g Ig Manty = l+ ga 1e of anders geschreven 
RRD Dan Ee 

BEB BBB 


Let wel: Bij het werken met verschillende breuken (bijvoorbeeld bij het vermenigvuldigen 
of optellen van twee verschillende breuken) is het vaak handiger om met ‘echte breuken’ 


7 13 5 
te werken. In dat geval schrijven we liever Ee in plaats van 1 5 Een getal zoals 1 5 moet 
i 5 
in een rekenmachine of een computeralgebrapakket ingevoerd worden als 1 + 5 


(of natuurlijk direct als A 
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2 Wanneer de teller en de noemer deelbaar zijn door hetzelfde getal zullen we de 
breuk vaak anders schrijven door teller en noemer tegelijk door dat getal te 
delen. We noemen dit het vereenvoudigen van de breuk. 





=1 


3 (de factor 2 wordt ‘weggestreept’. 


| 
| 
N| ons| oo 
|| 
| 
Il 
N 
| 
2. 
| 
|| 
| 
wl > 


3 Bij het vermenigvuldigen van twee breuken worden zowel tellers als de noemers 
met elkaar vermenigvuldigd. 


EOL ee LS en 
BT (voor het x-teken wordt vanaf nu bijna uitsluitend een --teken 
geschreven). 


4 Bij het delen van twee breuken vermenigvuldigen we de breuk in de teller met 
het omgekeerde van de breuk in de noemer. 


De hierboven toegepaste regel kan gezien worden als een ‘truc’. De verklaring is echter 
heel eenvoudig: feitelijk worden de breuken in teller en noemer beide met het omge- 
keerde van de noemer vermenigvuldigd: 





5 Bij het optellen of aftrekken van twee breuken met verschillende noemers wor- 
den beide breuken eerst ‘gelijknamig’ gemaakt. Teller en noemer worden ver- 
volgens zodanig met hetzelfde getal vermenigvuldigd, dat beide breuken de- 
zelfde noemer krijgen. Voor het bepalen van de gemeenschappelijke noemer 
wordt het zogenaamde kleinste gemeenschappelijke veelvoud (KGV) van de noe- 
mers gekozen (dit is het kleinste gehele getal dat een veelvoud is van alle noe- 
mers). Twee breuken met dezelfde noemer mogen worden opgeteld door de 
tellers op te tellen. 


tn En Eak AEE nd 

Annee RB AET 

Ee 3 ne ERDER 

p ane Red ek OD 
18441 23 ‚(het KGV van 2, 3 en 12 is 12) 
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rend eileg raden EE A OEP We B 
Heee en 
H 108 + 24 + 6 _ 138 23 11 
72 72 12 12 
Het onder één noemer brengen gebeurde nu op een minder subtiele manier: de noemers 
werden gewoon met elkaar vermenigvuldigd. Om tot hetzelfde eindresultaat te komen 


moest wel verder vereenvoudigd worden. 


N 
N| 


wek 5 
A he 
perg 


|| 
[ana A No 
N| > 
N| — 
ba d 








6 
m B i 
dd 
EEA 
_Bt+2 1 3 
14 14 14 


1 5 
In het laatste voorbeeld zien we hoe eerst 2 en 37 als een echte breuk geschreven 


worden en daarna pas gelijknamig gemaakt wordt. We hadden ook als volgt kunnen 
werken: 


Ga al deze voorbeelden zorgvuldig na. Met een GR zijn dit soort bewerkingen lastig na te 
rekenen. 


Nog iets over de definitie van een wortel 


Naast het rekenen met breuken is het ook lastig om met wortels te rekenen. Daarom 
zullen we hieraan extra aandacht geven. We definiëren eerst nog eens wat onder een 
wortel wordt verstaan: 

De wortel van een gegeven niet-negatief reëel getal is het niet-negatieve getal waar- 
van het kwadraat gelijk is aan het gegeven getal. Zo is bijvoorbeeld v9 = 3 want 
3? = 9. Bedenk dat er in werkelijkheid altijd twee getallen zijn waarvan het kwadraat 
gelijk is aan een gegeven positief getal (ook (3) = 9), maar de wortel uit 9 is 
uitsluitend gedefinieerd als +3. De wortel uit een negatief getal bestaat niet als reëel 
getal, want een kwadraat is nooit negatief. 


Wanneer een wortel wordt uitgerekend met een rekenmachine zal altijd de nume- 
rieke waarde verschijnen. In het display van de rekenmachine staat een afgerond 
antwoord. In het geheugen van de rekenmachine staan echter meer decimalen. Dus: 
het getal in het display is vaak niet het exacte antwoord!! (zie nevenstaand voorbeeld) 
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Daarom wordt een wortel in de praktijk vaak niet als decimaal getal geschreven, 
maar laat men het wortelsymbool gewoon staan. Wel kan de wortel vaak anders 
geschreven worden. Daarbij wordt gebruik gemaakt van de volgende eigenschap- 


pen: 
e /getall- getal2 = /getall - / getal2 
getall _ /getall 
| getal? B /getal2 


We geven enkele voorbeelden. 





VB = VB = v22. 2 = VA. y2 = 2/2 lin dit voorbeeld wordt dus gebruik ge- 
maakt van de eigenschap dat /getal1 - getal? = /getall - /getal?). 


Ee 
VEe VA nA A dR 
worden met hetzelfde getal (/2) vermenigvuldigd om de wortel uit de noemer weg te 
krijgen). 

3 3 VI ved 
2 


1 : ; 
aa v6 = z VP (oa na dat hier de eigen- 











V2 (hier wordt een trucje toegepast: teller en noemer 


schap is gebruikt dat = èn de eigenschap dat 


y getall x getal? = y getal - y getal2). 








Opgaven bij 1.2 


Bereken zonder rekenhulpmiddelen de volgende uitdrukkingen: 


a 30 Pd keb F 342 

b 500/10/2 x 3 g 243 x4 24/22 
c B-äkzZ- 0-5 h Wb) 

d 4341 _ (2 x5+9/3) i v52 +122 

e 24/4 x3-—3 x 4/6 


Vul de volgende tabel in: 
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Herleid zonder GR de volgende uitdrukkingen tot één breuk: 


A j A $ n l 
Wed > 
a Je de b J6 4- Me: 
13 5 ) 
ie 2 4 
F ai a 4 
En ENE ENEN 
(ITET E i ZR 3 4 
— 5 2 
2 2 j ? 
2 1 A 5 3 
= = t man 
qe ($) +22) a 
2 Maias 
É. 
l 3 4 i 2 
kand Pa E E a B 2-18 
p) 
f l | Werk de wortels in de linkerleden uit tot de wortels in de rechterleden. 
| a 32-42 b /32= 24 | 
| 1 1 J 
| c TE d v20 = 2v5 / 
l 2 1 / 
e V80 = 2/5 f V5-3% / 
3 3 
Werk de volgende uitdrukkingen om op de manier zoals in voorbeeld 9 (2° en 3° 
voorbeeld): 
2 6 
en Ga 
3 2 
1 l 
boad d Fil 
5 T 7 
4 2 
e ai f £ 
5 v8 


Symbolisch rekenen 


Formules zijn uitdrukkingen met symbolen (bijna altijd) voor variabelen die daarin 
voorkomen. Een formule bevat in principe altijd een linkerlid, een rechterlid en een 
scheidingssymbool, meestal een =-teken. In het linkerlid staat meestal de variabele 
die moet worden berekend met behulp van de variabelen in het rechterlid. In het 
rechterlid treffen we één of meer variabelen aan, die door rekenkundige bewer- 
kingen en/of functies (zie hoofdstuk 2) aan elkaar gekoppeld zijn. Als de variabelen 
in het rechterlid bekend zijn kan de variabele in het linkerlid worden berekend. 
Bijvoorbeeld in de formule U = R - I (wet van Ohm) kan U worden berekend als 
R en I bekend zijn. Als echter U en Ibekend zijn, dan kan R worden berekend door 


U 
de formule eerst om te werken naar R = T (in de oorspronkelijke uitdrukking van 


de wet van Ohm is aan beide kanten van het =-teken gedeeld door de variabele I. Ga 
dit zelf na!!. We zien hier een voorbeeld van rekenen met symbolen. 
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Bij het opstellen, herleiden en combineren van formules moet met symbolen ge- 
rekend worden. Met een aantal regels wordt symbolisch rekenen gemakkelijker. 
Voordat we nu verder gaan, willen we nog een afspraak maken over de gebruikte 
naamgeving. 


Definities 

1 Wanneer in een formule een product voorkomt spreken we van een product van 
factoren. 

2 Wanneer in een formule een quotiënt voorkomt spreken we (net als bij getallen) 
van een teller (boven de breukstreep) en een noemer (onder de breukstreep) 

3 Wanneer in een uitdrukking een som (of verschil) voorkomt spreken we van de 
som of het verschil van termen. 


Ri + Rp 
Fi A 
de noemer is het product van de factoren A, en Ay. 





De formule A = is een quotiënt. De teller is de som van de termen A en A en 


Het wegwerken van haakjes 
Vaak zullen in formules haakjes gebruikt worden. Wanneer het nodig is om die 
haakjes weg te werken gebruiken we de volgende regels (de vermenigvuldigings- 


symbolen (- of x) laten we bij symbolisch rekenen meestal weg): 


Van een product naar een som of verschil 


e alb +c)= ab +ac (LI 
e a(b—c) = ab- ac (1.2) 
e (a+ b)c = ac + bc (1.3) 
e (a —b)c = ac — bc (1.4) 


x(5— y) = BX — Xy 

x(x? + Bx — 6) = x° + BXL — Bx 

(Bx — 7y)z = 5xz — 1yz 

—(3X — 2) +I S= x= 2) H m2 = IX 2 a 2 = 
2x — 23 


Voor het wegwerken van de haakjes om de eerste term is ter verduidelijking 


eerst de factor -1 toegevoegd. 


Met deze regels (ook wel genoemd: distributieve eigenschap (verdeeleigenschap) 
voor vermenigvuldigen) kunnen nieuwe regels worden afgeleid: 


e (a+ b)\(c+ d)= ac+ad + bc + bd (1:5) 
e (a+ b\(a+c)= a + (b+ c)a+ bc (1.6) 
e (a+bla-b =a -i (1.7) 
e (a+ b}? = æ +2ab + b? (1.8) 
e (a-b? = a? — 2ab + b? (1.9) 


Formule (1.6) is een bijzonder geval van formule (1.5). De laatste drie formules 
worden ook wel merkwaardige producten genoemd. Deze merkwaardige producten 
komen zo vaak voor dat het sterk aan te bevelen is om ze uit het hoofd te leren. 












A 





Voorbeeld 12 


1.3.2 


Basisvaardigheden, basistechnieken 


Voor de volledigheid wijzen we erop dat ab = ba (de commutatieve eigenschap, ook 
wel: wisseleigenschap) van vermenigvuldigen). Bij de afleiding van de merkwaardi- 
ge producten is deze eigenschap van toepassing. We merken ook nog op dat we 
vanwege de duidelijkheid liever ab schrijven dan ba. Dit geldt zeker voor een pro- 
duct van een variabele en een getal, zoals a - 2; dit wordt vrijwel altijd geschreven als 
2a (getallen dus vóór symbolen). 


a(bc) = (ab)c = abe, dit is de associatieve eigenschap van vermenigvul- 
digen. Een veelgemaakte fout is echter: a(bc) = (ab)(ac); hierbij wordt de 
associatieve eigenschap verward met de distributieve eigenschap. 


Opdracht 
Leid de merkwaardige producten zelf af met behulp van de twee ge- 
noemde distributieve eigenschappen. 





> 4(4x+2)-—3(2x-—-4)=4-4x+4.-2-—(3.2x—3-4)= 16x +8 — 6x + 12 = 
10x + 20 


> 2b(je+b) =2b:7a+2b:b= ab + 2b? 


P (IX E E E r KAI HBx AK E 
3E dB 


> (X—-4)(X+4) = xd — 16 
> (WM -3 = (2x)? — 2. 2x . 3 + 3? = 4x? — 12x + 9 


> (x-2 = (A-2. x2.2+2=x4 a A 5 


Het optellen en aftrekken van quotiënten met symbolen 


Bij het symbolisch rekenen zullen we vaak quotiënten tegenkomen met variabelen 
in teller en noemer. 
Bij het optellen of aftrekken van twee quotiënten met gelijke noemers kunnen we de 


b b 
3 == n — ri De ‘breuk’ kan 





distributieve eigenschap van hierboven gebruiken: 


dus gesplitst worden in twee breuken. In feite wordt hier de hierboven geformu- 
leerde distributieve eigenschap van vermenigvuldiging gebruikt. Immers: 
a+b 1 l i a b 


= — (a + b) =—-a+—.b=—+— 
C C C C E g 





Dat betekent dus omgekeerd dat als we twee quotiënten willen optellen met de- 
zelfde noemer, dan mogen we de tellers bij elkaar optellen: 


a b a+b 
— 
E g £ 





Wanneer quotiënten met ongelijke noemers moeten worden opgeteld of afgetrok- 
ken kan er ook één quotiënt van gemaakt worden, maar dan moeten eerst de noe- 





23 


mers aan elkaar gelijk gemaakt worden (gelijknamig maken). Het principe van ge- 
lijknamig maken is hetzelfde als bij het optellen van breuken. Tellers en noemers 
van de quotiënten worden zodanig met dezelfde variabelen (of getallen) vermenig- 
vuldigd dat hun noemers het kleinste gemeenschappelijke veelvoud worden van de 
verschillende noemers. 


1 JEX X ; g 
rentia TEA EEA (het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van 
dees ee Xy 


de noemers is xy; vul ter verduidelijking eens een getal in voor x en voor y). 


x |= 











-2 ige bte d act + be td 
ree c2 
a Eo a ab E Ipa aE 
pe en 
Z- 20 2b 2b 2b 2b 
Teo Ora DEUTE oe eee a ee 
c cd e g gaen cd A cd 


a l 
Tg : kan niet anders worden geschreven! 
C 


a 
b + 





a a 
a z 7 a a (controleer dit zelf, door voor a, b en c getallen in te vullen). 





bd a o 


1 
c bpd © e(b+d) chb+ced 








Ontbinden in factoren 


Zojuist hebben we gezien hoe haakjes kunnen worden weggewerkt. Vaak zullen we 
ook het omgekeerde moeten doen: haakjes aanbrengen. In dat geval maken we 
meestal van een som van een aantal termen een product van factoren. Daarom 
spreken we in dat geval van ontbinden in factoren. 

Voor het ontbinden in factoren worden dezelfde regels gebruikt als bij het haakjes 
wegwerken, maar dan omgekeerd. 


Van een som naar een product 


e ab+ac=alļb+ c) (1.10) 
Deze regel heet: buiten haakjes halen (immers: a is buiten de haakjes geplaatst). 

e a? +(b+c)a+bc=(a+b(a+c) (1.11) 
e & -=b = (a+ b(a- b) (1.12) 
e a +2ab+ b = (a+b) (1.13) 
e &@-—2ab+ b = (a -— b)? (1.14) 


De formules (1.12), (1.13) en (1.14) herkennen we als de reeds genoemde merk- 
waardige producten, maar dan anders opgeschreven. In feite zijn het bijzondere 
gevallen van formule (1.11). 

Een vorm van het type a? + b? is niet te ontbinden! a? + b? # (a + b)? 
(zie regel (1.13)). 
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We ontbinden de vorm a? — 2a — 3. 

a? — 2a — 3 kunnen we zien als een bijzonder geval van a? + (b + c)a + bc. We kun- 
nen daarom regel (1.11) toepassen. Maar hoe bepalen we b en c? Blijkbaar is 

b + c = —2 en bc = —3. Bedenk nu twee getallen (b en c), waarvan de som -2 is en 
het product —3. We zoeken in eerste instantie naar gehele getallen en vinden de getallen 
—3 en +1. Voor b kunnen we dus —3 kiezen en voor c kiezen we 1. De ontbinding wordt 
dus: 


dege (a-la) 
Soms is het niet eenvoudig om de twee benodigde getallen (hier ben c) te 
vinden. Sterker nog: Het kan goed zijn dat ze niet eens bestaan. En als het geen 


gehele getallen zijn zullen we ze ook moeilijk door ‘proberen’ kunnen vinden. 
Feitelijk komt het erop neer dat we proberen het stelsel vergelijkingen 


b4+e=-2 
bc = —3 


op te lossen. We zullen later zien hoe dit op systematische wijze kan. 


We ontbinden de vorm 2x? — 10x + 12. 
Eerst halen we een 2 buiten haakjes (alle drie de termen hebben een factor 2 gemeen): 


2x — 10x +12 = 2X° — 5x +6) 


x? — 5x + 6 kunnen we opnieuw zien als een bijzonder geval van a? + (b + c)a + bc 
(met a = x). Zoek daarom twee getallen b en c waarvan de som —5 is en het product +6. 
Ook hier zien we na een paar keer proberen al gauw dat dit de getallen —2 en -3 moeten 
zijn. We kunnen dus schrijven: 


A E PE a — BX +6) = E — 3). 


We ontbinden de vorm x? — 6x + 9. 

x? — 6x + 9 kunnen we zien als een bijzonder geval van a? — 2ab + b?. Hierin is a = x 
en b = v9 = 3. Regel (1.14) kan dus toegepast worden. Merk op dat —2ab inderdaad 
overeenkomt met —6x. 

De ontbinding wordt dus: 


KBL IE (x-3 
Merk op dat we het antwoord ook hadden gevonden door net als in het vorige voorbeeld 


twee getallen te zoeken waarvan de som —6 en het product +9 is (deze getallen zijn 
natuurlijk —3 en —3). 
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We ontbinden de vorm 4x? — 9. 
4x? — 9 is van de vorm a? — b?. Hierin is a = 2x en b = 3. We kunnen met behulp van 
regel (1.12) schrijven: 


4x? — 9 = (2x — 3) (2x + 3). 


We ontbinden de vorm 3p? — 2p — 1. 
Een lastig geval! De rekenregels (1.10) t/m (1.14) zijn op het eerste gezicht niet toepas- 
baar. 


t 2 1 
We schrijven nu eerst: 3p? — 2p — 1 = 1 = zP — 5) Volgens regel (1.11) 


(met a = p) vragen we ons nu af of er twee getallen b en c te vinden zijn waarvoor geldt 


2 1 : À F 
dat b + c = — 3 en be = — 7 In dit geval zijn dat natuurlijk geen gehele getallen. 
; $ 1 
Na enig proberen blijken de getallen b = —1 en c = 3 te voldoen. We kunnen dus 
schrijven: 


3p° — 2p — 1 alot) = G+ De 


We zullen later zien dat we een dergelijke lastige ontbinding makkelijker met de abc- 
formule kunnen doen. 


In hoofdstuk 2 (Functies) zullen we zien hoe we de vorm ax? + bx + c op een geheel 
andere manier kunnen ontbinden. 


Het omschrijven van formules 


Nu we hebben laten zien wat we bedoelen met het wegwerken van haakjes en het 
ontbinden in factoren kunnen we verder met het symbolisch rekenen. Bij het sym- 
bolisch rekenen maken we van dezelfde regels gebruik als bij het rekenen met ge- 
tallen (immers voor een variabele kunnen we een getal lezen). We zullen daarbij 
vaak met haakjes moeten werken. Bij het omschrijven van formules gaat het om het 
isoleren van een van de variabelen die in de formule voorkomen. Hierbij wordt één 
van de variabelen in de overige variabelen uitgedrukt. De te isoleren variabele 
wordt, door het toepassen van enkele bekende rekenregels naar het linkerlid ge- 
bracht. Deze rekenregels zijn: 

l Linker- en rechterlid van een formule mogen met hetzelfde getal (# 0) verme- 
nigvuldigd worden. Linker- en rechterlid mogen ook door hetzelfde getal (# 0) 
gedeeld worden. 

2 Bijhet linker- en rechterlid van een formule mag hetzelfde getal worden opge- 
teld. 

Van het linker- en rechterlid van een formule mag hetzelfde getal worden afge- 
trokken 

We geven een aantal voorbeelden, waarbij alleen nog maar gebruikgemaakt wordt 
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van de rekenkundige bewerkingen optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen. 
We proberen het principe van het omschrijven van formules hiermee voldoende 
duidelijk te maken. 


b+c a i | 
Gegeven a = 2E Druk c uit in de overige variabelen. 


Eerste methode 

Stap 1: linker- en rechterlid worden beide met d vermenigvuldigd: 

Resultaat: ad = b + c. 

Stap 2: Isoleer c. 

Hier kan c eenvoudig geïsoleerd worden door van linker- en rechterlid b af te trekken. 
Het resultaat is: 


ad —b=c. 
Stap 3: Verwissel linker- en rechterlid: 


Door linker- en rechterlid te verwisselen wordt c uitgedrukt in a, b en d. 
Dus: c = ad — b. 


Tweede methode 


: piee pe 
litst als volgt: a = = — + —. 
wordt gesplitst als volgt: a 7 Is J 








Bd 
Stap 1: Het quotiënt En 


b b . 
Stap 2: Van linker- en rechterlid wordt F afgetrokken: a — PE 5 We verwisselen nu 


linker- en rechterlid, dus — = ąâ— A Hierdoor is c al bijna geïsoleerd. 


Stap 3: Vermenigvuldig linker-en rechterlid met d. 
Daarna worden de haakjes weggewerkt. 


Resultaat: c = (a — 5) = al == h. 


bren tte IE 5 py b REE l r 
porbeeld 20 Gegeven a = — —. Druk c uit in de overige variabelen. 
: c+d 
Stap 1: a(c + d) = b (links en rechts wordt met c + d vermenigvuldigd). 
Stap 2: ac + ad = b (de haakjes worden weggewerkt). 


Stap 3: ac = b — ad (van linker- en rechterlid is ad afgetrokken). 


b — ad vlag 
Stap 4: c = A (linker- en rechterlid zijn door a gedeeld). 





N . BEE MUI 
j is niet te splitsen in 5 + ij (vervang b, c en d maar door getallen, dan 


zien we waarom deze splitsing fout is!!). 
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MEE RIED 
Gegeven a = $ Es pe Druk c uit in aen b. 


Stap 1: Trek aan beide kanten il af, dus a — lt = L 
b s RA i- 
1 


Stap 2: Verwissel linker- en rechterlid: 8 =â— T 


c is nu geïsoleerd, maar nog niet uitgedrukt in a en b. 


Stap 3: Maak van het rechterlid één breuk door gelijknamig te maken: 
1 Del 1 ab — 1 


Poen rde nde en 


Stap 4: Vermenigvuldig linker- en rechterlid eerst met c en vervolgens met ee NE, 





b i i ; 
Resultaat: G gi — C. Door linker- en rechterlid te verwisselen wordt het doel bereikt: 


Ë . Het eindresultaat van stap 4 kan ook worden bereikt door de breuken 


er 
(verkregen na stap 3) in linker-en rechterlid tegelijk om te draaien (teller en noemer 
worden verwisseld). 


Opgaven bij 1.3 


Werk de haakjes in onderstaande vormen weg en schrijf daarna zo compact 


mogelijk: 
joa 2x(x +y +3)-— a e (x—3)(x +3) 
Ab (3x— z)(2y) + 4y(x — z) f (Zed) 
c (a+ 2b)} g (a+b+c) 
d (a+ b+ c)(3x-— y) k -3 


De volgende vormen hebben alle een gemeenschappelijke factor. Haal deze buiten 


haakjes. 
NN åa 3x 6d d xy? -— y? + 6y 
J | b x(x+2)—x(2x—3) drs 
| E ptp Tip — ap 2a 4a° — ba 


Ontbind in zoveel mogelijk factoren (indien mogelijk). 


a 


ED O OL 


y — py- 53 f 2x? + 7x + 6 (aanwijzing: zie voor- 
2b° — 8 beeld 18) 

dx? + 36 € P +7pq + 10q° 

3x” + Ot — 30 h PB bt 

lx“ 4 8x + 1 


In de hieronder gegeven formules moet steeds de variabele x worden uitgedrukt in 
de overige variabelen. Zorg dat in het eindantwoord nooit meer dan één breukstreep 
staat. 


d 


a+b 
sri 





(y — 2) b 


N| = 
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l 2 y y+x  2y—3x 

i z 2'32 i atb c+d 

d a(Xx+y)= bly —x) g 2ax-— 3by = 4bx — 5ay 
ji 1 £ X 


De lenzenformule in de optica geeft de volgende relatie tussen de voorwerpafstand, 
E 1 1 ia 
— = — + — Druk f uit in b en v. 


de beeldpuntafstand en de brandpuntsafstand: F kik: 


Schrijf f als één breuk. 


Voor de vervangingsweerstand R bij drie parallel geschakelde weerstanden R}, R en 


R3 geldt: 

1 l 1 l a Od i i PF 
— = — + — + —. Druk R uit in Ri, R en R (gebruik niet meer dan één 
R Aà R K 

breukstreep). 


De slingertijd T (in seconden) van een slinger kan worden uitgedrukt in de lengte 
l (in meters) van de slinger: T = a/d Hierin is g de versnelling van de zwaarte- 
kracht (m / sf). 

Druk / uit in T. 


Een student fietst met de wind in de rug van Rotterdam naar Den Haag en legt 

daarbij 20 km af. Zijn gemiddelde snelheid is v} km/uur. Op de terugweg heeft de 

student de wind tegen waardoor zijn gemiddelde snelheid tijdens de terugweg vo 

km/uur bedraagt (vo < vi). 

a Noem de tijd van de heen- en de terugreis tj respectievelijk t en druk de totale 
tijd T (van heen- en terugreis tezamen) uit in de beide snelheden. 

b Druk de gemiddelde snelheid over het totale traject (heen- en terugreis) uit in de 
beide snelheden en schrijf deze formule zo eenvoudig mogelijk (als één breuk). 

c Ga na dat de gemiddelde snelheid niet gelijk is aan HTU 


Het oplossen van vergelijkingen 


In wiskundige toepassingen komt het begrip vergelijking veelvuldig voor. Een ver- 
gelijking lijkt in zoverre op een formule dat hij bestaat uit een linker- en een rechter- 
lid. Het verschil is dat het linkerlid van een formule bijna altijd bestaat uit een enkele 
variabele, terwijl in een vergelijking het linkerlid meerdere variabelen of ook ge- 
tallen kan bevatten. Een ander verschil is dat een formule meestal een eindvorm 
is, terwijl een vergelijking meestal een tussenvorm is. Tenslotte bevat een vergelij- 
king bijna altijd één of meer onbekenden die moeten worden opgelost, terwijl een 
formule een uitdrukking is die kan worden berekend. Maar vaak is er maar een klein 
verschil tussen de interpretatie van een vergelijking en die van een formule. 
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y = 2x + 1 kan worden gezien als een formule, waarmee voor een bepaalde waarde 
van x de bijbehorende waarde voor y kan worden berekend. 

y = 2x + 1 kan ook worden gezien als de vergelijking van een lijn, waaraan alle punten 
met x-coördinaat x en y-coördinaat y, waarvoor de vergelijking klopt, voldoen. 
Tenslotte kan y = 2x + 1 ook nog gezien worden als functie, maar daarover meer 

in het volgende hoofdstuk. 


In deze paragraaf zullen we de belangrijkste vaardigheden behandelen met betrek- 
king tot het oplossen van vergelijkingen met één of meer onbekende(n). 

In veel gevallen zijn zulke vergelijkingen met behulp van elementaire vaardigheden 
(met de hand’) op te lossen. In deze paragraaf gaat het over de meest elementaire 
regels waarmee eenvoudige vergelijkingen met de hand op te lossen zijn. Later 
zullen we behandelen hoe vergelijkingen met behulp van een rekenmachine of 
een computeralgebrasysteem (Maple, Derive) kunnen worden opgelost. 


Gewone vergelijkingen met één onbekende 


We zullen beginnen met het ontwikkelen van een stukje algemene theorie voor het 
oplossen van vergelijkingen met één onbekende. Lineaire of eerstegraadsvergelij- 
kingen zijn de eenvoudigste vergelijkingen. 


Lineaire vergelijkingen met één onbekende 

Lineaire vergelijkingen of eerste-graadsvergelijkingen zijn vergelijkingen van het 
type mx + n = 0 (waarbij m en n gegeven getallen zijn; m # 0). Dit soort vergelij- 
kingen is als volgt op te lossen: 

1° manier: mx + n = 0 & mx = -n & x = -> 


n 
2° manier: mx + n = 0 & m(x +>) = 0 & x = —— 
m m 
Ga na dat in beide uitwerkingen dezelfde rekenregels zijn toegepast als bij het 
omschrijven van formules. De eerste manier wordt vooral gebruikt als de vergelij- 
king al van het type mx = nis. 


We lossen de vergelijking 3x — 7 = 0 op. 


1€ manier: 3x -7 = 0 8 3x=7S x= 





o| ~N 


7 7 
2° manier: 3x -7 = 0 3(x— 7) PISS 


Iets over vergelijkingen met één onbekende 

Voor vergelijkingen met één onbekende geldt de volgende algemene aanpak. In 
principe wordt de vergelijking eerst ‘op 0 herleid’, dat wil zeggen, alle termen wor- 
den in het linkerlid gebracht. Dit gebeurt door het rechterlid zowel van het linkerlid 
als het rechterlid zelf af te trekken.Vervolgens wordt het linkerlid, indien mogelijk, 
geschreven als een product van factoren. Indien dit lukt kan de vergelijking worden 
opgelost door gebruikmaking van de volgende regel: 
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AsB= GAVE) fm ES 


In woorden: een product van twee factoren is nul als minstens één van de factoren 
nul is (en omgekeerd). Regel (1.15) kan alleen worden gebruikt als het rechterlid 0 
is! 


Gevraagd de oplossing(en) van de vergelijking 3x2 = 4x. 

Stap 1: Breng alle termen naar het linkerlid: 3x2 — 4x = 0 

Stap 2: Schrijf het linkerlid, indien mogelijk, als een product. Hier is dat mogelijk door x 
buiten haakjes te brengen: x(3x — 4) = 0 

Stap 3: Pas de hierboven genoemde regel (1.15) toe. Dit leidt tot: x = 0 of 3x — 4 = 0 


a å 
Stap 4: Los de verkregen vergelijkingen verder op: x = 0 of x = 7 


Een veel gemaakte fout is dat een linker-en rechterlid van een vergelijking door 
een factor gedeeld worden, die 0 kan zijn (delen door 0 is nooit toegestaan). 
Hierdoor gaat een deel van de oplossing verloren.Wanneer we in de vergelijking 
3x? = 4x linker- en rechterlid door x gedeeld hadden ontstaat direct 3x = 4, 


4 ; : 
(dus x = 3) waardoor we de oplossing x = 0 over het hoofd zien. 


Een andere veel gemaakte fout is een redenering in de geest van: A - B = 1 > 
ATABS] 
Immers, wanneer A - B = 1 dan voldoet niet alleen A= 1A B= 1; 


ook A = ja AB =S BEA 51 B = 2 voldoen, net als de vele andere 


mogelijkheden. 


Gevraagd de oplossing van de vergelijking x2 — 2x = 3. 

Wanneer we het linkerlid direct ontbinden lopen we vast. Met de vergelijking 

x(x — 2) = 3 kunnen we niets! 

We herhalen daarom nog eens: om een vergelijking op verantwoorde wijze op te lossen 
is het verstandig deze eerst op 0 te herleiden. De vergelijking x2 — 2x — 3 = 0, die dan 
ontstaat, is door ontbinding van het linkerlid te herleiden tot (x — 3)(x + 1) = 0, zodat 
de oplossingen zijn x = 3 of x = —1. 


Kwadratische vergelijkingen 


Een kwadratische vergelijking is een vergelijking van het type 

ax? + bx + c = 0 (met a, b en c reële getallen, a # 0) (1.16) 
Zoals we eerder gezien hebben kunnen we het linkerlid van een kwadratische ver- 
gelijking proberen te ontbinden in twee factoren. Hierna is de vergelijking eenvou- 
dig op te lossen. Soms is het niet eenvoudig de factoren voor die ontbinding te 
vinden en soms is zo’n ontbinding onmogelijk. 

Een kwadratische vergelijking lossen we daarom meestal op met de zogenaamde 
abc-formule. Deze luidt als volgt: 
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—þ + Vb? — 4ac 


Wanneer we schrijven D = b? — 4ac, kunnen we voor de abc-formule schrijven 


-b+ VD -b — VD 
X] = 3 en X? = zn 








We noemen D de discriminant. v D bestaat alleen als D > 0. Wanneer D negatief is 
zijn er geen oplossingen! 

We zullen deze formule in hoofdstuk 2 afleiden. Hiervoor is de techniek van kwa- 
draatafsplitsen nodig. 


We lossen de vergelijking x2 — 5x + 6 = 0 op. Ontbinding is hier niet zo moeilijk. 
Zoek twee getallen waarvan de som —5 is en het product +6 is, dit zijn de getallen 
—2 en —3: Volgens regel (1.11) komen we dan tot (x — 3)(x — 2) = 0, dus x = 3 of 
KE 

Passen we direct de abc-formule toe (met a = 1, b = —5 en c = 6), dan krijgen we 











We lossen de vergelijking 3x? — 2x — 24 = 0 op, nu direct met de abc-formule 
(meta = 3, b= —-2enc = —24}: 


(=D dr (B (20) 








Eer 7.3 
ENGE: 

T 6 
al 

-aG 


14 7 
us X OT X 6 3 


We lossen de vergelijking x2 — 6x = —9 op. Eerst wordt de vergelijking op 0 herleid: 
x? — 6x + 9 = 0. Door ontbinding (merkwaardig product) krijgen we (x + 38 sl, 
dus x = —3. Zoek deze oplossing zelf met de abc-formule! 


We lossen de vergelijking x2 + 2x + 5 = 0 op. We zien dat de discriminant hier 
gelijk is aan D = (2)° — 4.2.5 — —36 < 0. Er zijn dus geen oplossingen! 


Gebroken vergelijkingen met één onbekende 


Bij een zogenaamde gebroken vergelijking is linker- en/of rechterlid een quotiënt, 
waarbij de onbekende in de noemer(s) en ook eventueel in de teller(s) voorkomt. Bij 
het oplossen hiervan moet steeds in de gaten worden gehouden dat er geen 0 in de 
noemer mag verschijnen, want delen door 0 is niet toegestaan. We geven twee 
manieren om dergelijke vergelijkingen op te lossen. 
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Voorbeeld 27 HE 
Los x op uit de vergelijking 


16 manier: ‘Kruislings vermenigvuldigen’. 

Linker- en rechterlid worden beide vermenigvuldigd met de noemers. We moeten ons 
daarbij wel realiseren dat dit alleen is toegestaan wanneer de noemers ongelijk aan 0 
zijn. Maar als we dat achteraf controleren is dat voldoende: i 

Wanneer linker- en rechterlid vermenigvuldigd worden met (x — 1) krijgen we: 








à 
x—1 X 


1=(x-1)Š 


Wanneer we vervolgens linker- en rechterlid vermenigvuldigen met x krijgen we: 
4x = 3(x — 1) 


Er is een eerstegraadsvergelijking ontstaan. We constateren dat de teller van het oor- 
spronkelijke linkerlid (=4) met de noemer van het rechterlid is vermenigvuldigd en de 
teller van het oorspronkelijke rechterlid (=3) met de noemer van het linkerlid is verme- 
nigvuldigd (en dit noemen we kruislings vermenigvuldigen). 

Het oplossen van de ontstane eerstegraadsvergelijking is eenvoudig: 


AX e S N= JP 
Controle leert dat x = —3 is toegestaan omdat beide noemers in dat geval niet nul zijn. 
2° manier: 


De vergelijking wordt eerst weer op 0 herleid. 


4 AN 





Vervolgens wordt het linkerlid herleid tot één breuk, door gelijknamig te maken. 


4x A E D AA IR I AT a 
een a TE E e D 


Een quotiënt kan alleen 0 zijn wanneer de teller 0 is (en de noemer tegelijk # 0), dus 
x+3=0. 

Hieruit volgt x = —3. 

Merk op dat bij invulling van de oplossing in de oorspronkelijke vergelijking blijkt dat de 
oplossing voldoet (er wordt ook nergens door 0 gedeeld). T 





Voorbeeld 28 





; MRT IN dS m4 
t td lijk = 
os m op uit de vergelij Aden SO, 


2m 43 ma 
EE AS ee Zh 
(2m + 3)(m — 2) — (m — 1)(m + 4) 


(m — 1)(m — 2) 








Stap 1: op 0 herleiden: 0 








Stap 2: gelijknamig maken: = 0 


Stap 3: haakjes in teller wegwerken (het draait alleen om de teller!) 
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2m? —Am+3m—6— (m? +4m-—m—4)  mè-—4m-2 En 
(m — 1)(m — 2) B re 


Stap 4: teller gelijk aan 0 stellen: m? — 4m — 2 = 0 


Ad v/16—4-1-(—2 1 
SN e a 5 24 VE 5 


Stap 5: abc-formule toepassen: m = 


4— 4/16 —4.1.(—2 1 
a e a aa 
Hier is controle van de correctheid van de oplossing met een grafische rekenmachine 
wat lastiger. Maar het is niet moeilijk te zien dat er bij invulling van de beide gevonden 
oplossingen nergens door 0 wordt gedeeld. 


Wortelvergelijkingen en beginvoorwaarden 


Het is verstandig om altijd te controleren of de gevonden oplossingen voldoen aan de 
gegeven vergelijking. Dat geldt zeker bij vergelijkingen waar wortels in voorkomen. 
Bij het oplossen van dit soort vergelijkingen worden doorgaans eerst de wortels 
weggewerkt door te kwadrateren. Zo geldt: 

VA = VB & A = B, mits A > 0enB > 0 

De laatste twee voorwaarden moeten achteraf gecontroleerd worden. 


Los x op uit V3X — 7 = 2. 
Kwadrateren van linker- en rechterlid is toegestaan, want het linkerlid is positief en het 
rechterlid (=2) ook. 


11 2 
Mete be INN =d. 
X => JX = X 3 3 


Na controle blijkt dat deze oplossing voldoet. 


Los p op uit /p +1 = /2p +3. 

Door kwadratering van linker- en rechterlid volgt p + 1 = 2p + 3. 

Dit is een lineaire vergelijking met als oplossing: p = —2 (ga dit zelf na). 

Vullen we voor p in de oorspronkelijke vergelijking de waarde —2 in dan zien we dat de 
vergelijking niet waar is: /—1 bestaat niet. 

De vergelijking heeft dus geen oplossing(en). 


Uit Va + vb = c volgt niet a + b = c? (ga na waarom dit fout is aan de 
hand van een zelfgekozen getallenvoorbeeld). 


Hoe worden de wortels in de vergelijking va + vb = c (met a > 0 en 


2 
b > 0) dan wel weggewerkt? We schrijven daartoe: (va + vb) = C°. 


Hieruit volgt: (Va) +2/avb + (ve) = a+ 2vab + b = c°. (zie voor- 
beeld 9) 

Vervolgens isoleren we de enig overgebleven wortel: 2/ab = c? — a — b 
en daarna worden linker- en rechterlid opnieuw gekwadrateerd. 











Voorbeeld 31 


1.4.5 
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Los x op uit /X + VX—5=5 


Kwadrateren van linker- en rechterlid (is toegestaan, waarom?) levert: 
(VX + VE 52 X + 2/AVX — 5 + x — 5 = 25, dus 
24/ x(x — 5) = 30 — 2x 


We maken deze vergelijking iets eenvoudiger door aan beide kanten van het =-teken 
door 2 te delen: 


x(x — 5) 5 15 —X 


Opnieuw kwadrateren van beide leden levert: 


x(x — 5) = 225 — 30x + x? 


Door de haakjes in het linkerlid weg te werken en vervolgens alle termen naar links te 
brengen krijgen we: 
25x = 225, dus x = 9 (controleer zorgvuldig dat dit klopt!). N 


= Opdracht 
Í Ga zorgvuldig na welke rekenregels in bovenstaand voorbeeld gebruikt 
werden. 


Een stelsel van twee (lineaire) vergelijkingen met twee onbekenden 


Tot dusver hebben we ons in dit hoofdstuk beziggehouden met één vergelijking met 
één onbekende. In de praktijk komen we vaak stelsels vergelijkingen tegen, waarin 
twee of meer onbekenden voorkomen. In dit hoofdstuk beperken we ons tot een 
stelsel van twee (lineaire) vergelijkingen met twee onbekenden. Vooraf zullen we 
even stilstaan bij de meetkundige betekenis van een lineaire vergelijking met twee 
onbekenden. De algemene vorm van een lineaire vergelijking met twee onbekenden 
is y = ax + b. Hierin zijn a en b gegeven reële getallen, bijvoorbeeld a = 2 en b = 3. 
Aan de vergelijking y = 2x + 3 voldoen meerdere, zelfs oneindig veel, combinaties 


l 
van y en x. Bijvoorbeeld hoort bij x = 0 de y-waarde 3, bij x = 5 de y-waarde 4, bij 


x = l de y-waarde 5, bij x = 2 de y-waarde 7, enzovoorts. Wanneer we de getallen- 
paren (x,y) die aan de vergelijking voldoen als punten uitzetten in een xy-assen- 
stelsel en deze met elkaar verbinden door lijnstukken, ontstaat een rechte lijn. We 
zien eenvoudig dat bij iedere toename van x met een bedrag 1, de bijbehorende 
y-coördinaat van het punt op de lijn met een bedrag 2 toeneemt. We zeggen dat de 
richtingscoëfficiënt van de lijn 2 is. In zijn algemeenheid kunnen we zeggen dat de 
richtingscoëfficiënt van de lijn y = ax + b gelijk is aan a. De richtingscoëfficiënt 
zegt iets over de helling van de rechte lijn. Bij een positieve richtingscoëfficiënt is de 
lijn stijgend, bij een negatieve richtingscoëfficiënt is de lijn dalend. Hoe groter de 
richtingscoëfficiënt, hoe steiler de lijn. 
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RI Ee 2x + 3y =7 
We lossen het stelsel lineaire vergelijkingen op. 
3X + ey = 9 
Door de accolade is aangegeven dat aan beide vergelijkingen tegelijk voldaan moet zijn. 


Oplossing 

De vergelijkingen 2x + 3y = 7 en 3x + 6y = 9 stellen beide een rechte lijn in het xy- 

vlak voor. Door y uit beide vergelijkingen op te lossen schrijven we de vergelijkingen in 
de klassieke vorm y = ax + b, waaraan we onmiddellijk kunnen zien dat de richtings- 
coëfficiënt is a. 


2 l 
m : A Iy neee 


1 
mM IK O= ee ee T 


T RANN 2 1 i 
Doordat de richtingscoëfficiënten van mų (— 3) en m (— 7) van elkaar verschillen 
concluderen we dat beide lijnen elkaar moeten snijden in één (snij-)punt. 


We vinden dit punt door de y-coördinaat van beide lijnen aan elkaar gelijk te stellen: 


T y 
5 oe? 


en 
ret 


dn B 

at 6 
Substitutie van x = 2 in één van de twee vergelijkingen, bijvoorbeeld y = — 7* +2 
levert y = 1. 


Het snijpunt van beide lijnen is dus het punt in het xy-vlak met de coördinaten (2,1). 


Opdracht 
Ga na dat het punt (2,1) op beide lijnen ligt. 


In het algemeen is een stelsel van twee lineaire vergelijkingen van de vorm: 


ax + by =c 
px + qy =r 


In bovenstaand stelsel zijn x en y de onbekenden. De coëfficiënten a, b, p en q en de 
rechterleden c en r zullen doorgaans bekend zijn. 

Beide vergelijkingen heten lineair omdat x en y slechts tot de eerste macht en niet 
als product voorkomen. 

In het platte vlak met x-as en y-as stellen beide vergelijkingen een rechte lijn voor. 
Herschrijven we het stelsel als 


by = c — ax 
qy =r- PX 
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oc a, 
en vervolgens als 0 p 
i tB 
q4 q 
onder de voorwaarde dat b en q (de getallen waardoor gedeeld wordt) beide ongelijk 
T : ja i ; ER. aai a ; c p 
aan nul zijn, dan zien we dat de lijnen richtingscoëfficiënt — A respectievelijk — F 


hebben. 

Er kunnen zich drie mogelijkheden voordoen: 

l De twee richtingscoëfficiënten zijn gelijk maar de lijnen vallen niet samen: Dit is 
het geval als 7 = en tegelijk — F 7 : 
Beide lijnen zijn dan evenwijdig en snijden elkaar dus niet, met andere woorden: 
er is geen enkel punt met de coördinaten (x,y) dat aan beide vergelijkingen 


voldoet. Er is dan geen oplossing. 


10 
6 


2x +3y = 1 2 4 7 
Het stelsel heeft geen oplossing want — = — en — 
l 4x + 6y = 10 rie ade Rn 


Beide lijnen zijn evenwijdig. 


2 De lijnen vallen samen. Dat is het geval als 


a p aE F 
kE a lijk == 
5 ha. bi 
Er zijn dan onbeperkt veel oplossingen. Alle punten die op de gemeenschappe- 


lijke lijn liggen voldoen. 


2x +3y =1 Been 
7 heeft onbeperkt veel oplossingen want — = — en An 


Het stelsel 


De beide lijnen vallen samen. Alle punten met de coördinaten (x,y) die op de beide lijnen 
liggen voldoen aan het stelsel. 


3 De lijnen snijden elkaar. Dit is zo wanneer ee É E (dan hebben de lijnen ver- 
schillende richtingscoëfficiënten). Het snijpunt (x,y) is het enige punt dat op 
beide lijnen ligt. Voor het vinden van het snijpunt zijn buiten de hierboven ge- 
bruikte methode nòg twee methoden. We zullen beide methoden in onderstaand 
voorbeeld laten zien. 


2X +H 3y =] 


Los x en y op uit op het stelsel 
Aeg -x+5y=9 


Methode 1: Eliminatie en substitutie 
Druk x uit in y en gebruik daarvoor één van de twee vergelijkingen, bijvoorbeeld de 
tweede: 


KA Wd KI 
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Vul nu deze uitdrukking voor x in de andere vergelijking in. Daardoor wordt x door 
substitutie geëlimineerd (verdwijnt) en blijft alleen y over: 


2 
25y - 9) +3y =7 > 10y - 18+3y =7> 13y ye 


Door deze waarde voor y in te vullen in de formule x = 5y — 9 wordt ook x verkregen: 


ee E A 


Methode 2: De coëfficiënten gelijk maken en de vergelijkingen optellen of aftrekken 


2x + 3y = 7 


Ga opnieuw uit van het stelsel 
—X+5y =9 


Vermenigvuldig één van de twee of beide vergelijkingen zodanig (linker- en rechterlid) 
dat de coëfficiënten van x of de coëfficiënten van y gelijk worden. In dit geval kunnen we 
bijvoorbeeld de tweede vergelijking aan beide kanten van het = -teken met factor -2 
vermenigvuldigen: 


2x + 3y =1 
e= 





X(T) 2 2x +y =] 
x(—2) 2x — 10y = —18 


Vervolgens trekken we beide vergelijkingen (linker-leden èn rechterleden) van elkaar af. 


E 25 ; 5 
Er blijft over: 13y = 25, dus y = 73 Door deze waarde van y in te vullen in één van de 


twee vergelijkingen berekenen we de bijbehorende waarde van x (zie de eerste 
methode). 


We hadden ook eerst de coëfficiënten van y gelijk kunnen maken door bijvoorbeeld de 
eerste vergelijking met 5 te vermenigvuldigen en de tweede met 3: 


2x +3y =1 
-x+5y = 9 





x (5) a 10x + 15y = 35 
x(3) —3x + 15y = 27 


Trekken we nu de linker- en rechterleden tegelijk van elkaar af, dan krijgen we 13x = 8, 


8 
zodat x = EEN enzovoort. 


Opgaven bij 1.4 


Los x op uit: 


a Ir =d] c 6-3 = 5 — 8x 
l Į $ l 1 2 2 
b 5% 3 2x — B8 (À 257 5 z% 5 


Los x op uit: 


a x= A4x-—3 c 2x 


Ae 1 3 
Ài b x = 3x = 10 i e ean 
\ 2 2 
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Los x op uit de volgende vergelijkingen, controleer steeds het antwoord. 


a 2x—-l=5 c V2x+8=2 
b VHT =V2X- 1 d V3X=- 7 = Vl X 


Los x op uit de volgende vergelijkingen, controleer steeds het antwoord. 


a VX-—-5+V/x=5 c VX+6—Vx-—-2=VX+1 
b V2x+1-—v/x=l d Vx-2+x=8 


Los de onbekende op uit de volgende vergelijkingen, controleer steeds het 
antwoord. 

















ji 2 
S = = ig- 2 = (q—3(q —4 
ee ai c (q4-1)(q- 2) = (q4 - 3)4 — 4) 
1l 2p+1 x= 1l ha LO: +x 
b Aerin 2 ii x x-1 2x 
Los x en y op uit de volgende stelsels lineaire vergelijkingen. 
% + 3y = 10 2x = 3y -7 
C 
EX = 6 *=y-2 
2% — 5y = 1l P x—3y=5 
I= 2y = 11 y=2x-=-7 


ax + 3y = 9 


Gegeven het stelsel lineai ergelijkingen 
g ire vergelijking ST, 


a Ga na aan voor welke waarde(n) van a en b het stelsel één oplossing heeft. 
b Voor welke waarde(n) van a en b heeft het stelsel geen oplossingen? 
c Voor welke waarde(n) van a en b heeft het stelsel oneindig veel oplossingen? 


Een provider van mobiele telefonie biedt twee soorten abonnementen. In beide 

abonnementen zit een gedeelte vaste (abonnements)kosten en een gedeelte 

variabele kosten, afhankelijk van het aantal minuten dat per maand gebeld wordt. 

Bij abonnement Belmin zijn de vaste kosten €20,- euro per maand en de variabele 

kosten €0,05 per minuut. Bij abonnement Belplus zijn de vaste kosten €10,- per 

maand en de variabele kosten € 0,07 per minuut. 

a Stel vergelijkingen op waarmee de totale kosten voor beide abonnementen 
worden uitgedrukt in het aantal belminuten 

b Bij welk aantal belminuten per maand ligt het omslagpunt, dat wil zeggen: het 
punt waarop tarief Belmin goedkoper is dan tarief Belplus? 

c Een derde abonnementsoort Belweinig wordt ingevoerd. De eerste 60 minuten 
(per maand) zijn gratis, daarna kost een gesprek €0,09 per minuut. De vaste 
kosten bedragen € 9,- per maand. 

Bij hoeveel belminuten per maand is Belweinig zowel goedkoper dan Belmin als 

Belplus? 
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Machten 


Kwadrateren is een vorm van machtsverheffen. Bijvoorbeeld 2° is de derde macht 
van twee (2 -2.2 = 8). De 2 hierin wordt grondtal genoemd en de 3 hierin heet 
exponent. 

Wanneer de exponent een positief geheel getal is, is machtsverheffen niets anders 
dan herhaald vermenigvuldigen. Anders wordt het echter wanneer het grondtal 
en/of de exponent niet meer geheel en positief zijn. En dit komt in de toegepaste 
wiskunde zeer vaak voor. 


Als een salaris jaarlijks met 2% wordt verhoogd, dan is met behulp van machten te 
berekenen welk salaris er na bijvoorbeeld 10 jaar verdiend wordt. 

Noem: Sp het beginsalaris en S% het salaris na k jaren. 

Het salaris na 1 jaar is: Sı = Sp + 0,02 - Sp = Sp(1 + 0,02) = 1,02- Sp. 

Het salaris na 2 jaar: S) = 1,02 - Sı = (1,02)(1,0259) = 0S. 

Het salaris na 10 jaar: Sto — 1,02- Sg — 1,02- (1,02)° S9 En (1,02) Es, 

Het salaris na k jaar: Sọ = (1,02)* So. 

De uitdrukking (1,02) heet een macht. Het getal 1,02 heet grondtal of ook wel groei- 
factor. In dit voorbeeld betekent een jaarlijks groeipercentage van 2% een groeifactor 
van 1,02. 

We gingen ervan uit dat de salarisverhoging één maal per jaar gegeven wordt. In de 
uitdrukking (1,02) kunnen we dus ook alleen maar positieve, gehele waarden van k 
invullen. 

Stel nu dat aan het eind van iedere maand een zelfde percentuele salarisverhoging 
plaatsvindt en wel zodanig dat het salaris in totaal 2% per jaar toeneemt. Als we te weten 
willen komen met welk percentage het maandsalaris groeit, gaan we als volgt te werk: 
De factor waarmee het salaris per maand wordt vermenigvuldigd, stellen we gelijk aan 
1 + a (dan is 100a het groeipercentage). 

Na 12 maanden is het beginsalaris dan vermenigvuldigd met een factor (1 + a) 
Deze factor moet gelijk zijn aan 1,02, dus: 

(1 +a)? = 1,102 > 1+a= WDZ ~ 1,00165 => a = 0,00165. 

Het salaris neemt dus 0,165% per maand toe. 


12 


. ; 2 
Men zou misschien verwachten dat dit percentage 72 bedraagt (het reken- 


kundig gemiddelde). De uitwerking wijst uit dat dit niet zo is. Feitelijk is het 
berekende percentage een zogenaamd meetkundig gemiddelde. 


1 
We schrijven de twaalfdemachtswortel %/1,02 ook wel als (1,02)12. Dit is dus de groei- 


factor per maand. 
Nu we dit weten, kunnen we het salaris ook uitdrukken met de formule 


1 m 
Sm = (aa) waarin m het aantal maanden is, dat verlopen is sedert het 


beginsalaris. De exponent van 1,02 is nu niet meer een geheel getal, maar een 
reëel getal. 
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Definities en rekenregels van (oneigenlijke) machten 
Na dit voorbeeld komen we tot een algemene definitie. 


Definitie 

De uitdrukking a? heet een macht van a met grondtal a en exponent p. Als p een 
positief geheel getal is dan noemen we a? een gehele macht. De betekenis van a? is 
dan: een produkt van p factoren a. 


a? =a-a-a-...-a 


Onder een oneigenlijke macht verstaan we een macht met een positief reëel grond- 
tal en een exponent die geen positief geheel getal is. Een oneigenlijke macht kunnen 
we, in tegenstelling tot een gewone macht, niet als een product van factoren schrij- 
ven. | 

Voor oneigenlijke machten a? (met a reëel en positief) spreken we het volgende af: 


Definitie 


Als a een positief, reëel getal is dan is 

I el j (1.18) 

2 Als p een positief geheel getal is, dan is: a ? = T (1.19) 
P 

3 Als pen g gehele positieve getallen zijn: a41 = WaP (1.20) 


Met deze drie definities is het begrip machten uitgebreid tot negatieve exponenten 
(definitie 2, formule (1.19) , exponent 0 (definitie 1, formule (1.18)) en rationale 
exponenten (definitie 3, formule (1.20). We moeten echter ook een concessie 
doen: oneigenlijke machten bestaan (in tegenstelling tot gewone machten) alleen 
als het grondtal positief is. 


Rekenen met oneigenlijke machten waarbij het grondtal negatief is, kan 
tot een tegenspraak leiden: i à 

(4) = V-4 bestaat niet, maar (—4)2 = (—4)4 = #/ (—4)} = YI6 = 2. 
Vandaar dat negatieve grondtallen niet zijn toegestaan. 

Als we met gehele machten rekenen mag het grondtal wel negatief zijn, 
ZO is: 

(—4)* = (-4): (—4) - (-4) = —64. 

Rekenmachines gaan hier niet altijd correct mee om!! 








13 
1 5 
) = : eene 
(5) 505 125 
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(24) Eee en ade 
2 F o 125  /15,625 3,9528 





zæ 0,2530. 


Het rekenen met oneigenlijke en gewone machten is gebaseerd op de onderstaande 
rekenregels. 


Rekenregels voor oneigenlijke machten 
e qaq”. qaq" = qt" 


(LEL) 


(in woorden: bij het product van twee machten met hetzelfde grondtal mogen 
we de exponenten optellen) 
a mn 


(in woorden: bij het quotiënt van twee machten met hetzelfde grondtal mogen 
we de exponenten aftrekken) 


| e (ADP = (ADP = gr (1.23) 
| è (ab) =a": p" (1.24) 
| am aq 

| T e (1.25) 
(as 


Het bewijs van deze rekenregels geven we niet. Wanneer we voor de exponenten 
positieve gehele getallen invullen dan is het eenvoudig te zien dat de regels kloppen. 
Hiermee worden ze dus wel aannemelijk gemaakt. 


De rekenregels (1.21) en (1.23) worden vaak met elkaar verward, zo is 


3 i 
x? -x9 = x°, maar (x?) = xô; bekijk ook de onderstaande voorbeelden 


kritisch! 


Opdracht 
Kies m = 5 en n = 3 en toon aan dat de vier rekenregels gelden. 


300000000 - 0,000004 = 3 - 108 - 4 - 107° = 12. 10? = 1200 
(de exponenten van de machten van 10 mogen worden opgeteld (regel 1.21), omdat 
het grondtal (10) in beide machten gelijk is). 


(3) p (2-1) "== 32 


(de exponenten —1 en —-5 worden met elkaar vermenigvuldigd (regel 1.23)). 











A 
A 
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e D en 
Andere manier: (3) EEn T na 32 (regel 1.25) 
25 
p 3?P+4 — 3?P . 31 = (32:39 = 9P . 34 (regel 1.21 en regel 1.23) 
Eon o 
> ee a2 3 = ab = Va (mits a > 0; regel 1.22) 


se ee A 

yo fo oa M a 

5 5- 1 8 
125 


1 
SalhVab3  (a@b)3(ab’)* 
aki a (mits a > 0 en b > 0) 
vab (ab)2 
Bet 3 
asb3a4b4 
n 
a2 þ2 
nn AR re a 5 7 
nd Teeth 


Efe b)? + a2 ue br. Uiteraard geldt wel (a + b)? = ya+ b 

Machten met hetzelfde grondtal maar met verschillende exponenten kunnen 

= wel worden vermenigvuldigd, maar niet worden opgeteld. Bijvoorbeeld a* + a° 
kan alleen worden geschreven als a*(a + 1). Machten met hetzelfde grondtal 

èn dezelfde exponent kunnen wel worden opgeteld: Zo is af + at = 2af. m 


Vergelijkingen met machten 


We laten enkele voorbeelden zien van vergelijkingen waarin (oneigenlijke) machten 
voorkomen en waarin het grondtal onbekend is. Het hangt af van het type reken- 
machine hoe die vergelijkingen worden opgelost. Niet alle rekenmachines hebben 
een toets voor het berekenen van }/x. Daarom wordt vaak met machten gewerkt. 
Overigens worden bij dit soort vergelijkingen vaak logaritmen gebruikt; zie hiervoor 
de volgende paragraaf. 


In de volgende voorbeelden gaan we ervan uit dat x positief is, zodat het is toegestaan 
met oneigenlijke machten te werken. 


1 
> x= 8 = x= 78 = 85 x 1,5157 


1 


> xy/x=1]1>x' -xl =1>XxX 
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Ix = 17 x= 17 = 4913 


2 3 
vale XS aa 172 100928 


at 
Xe —6 > x= 623 a GBE a 21793. 


Opgaven bij 1.5 


Vereenvoudig (dat wil zeggen, schrijf als één macht): 


a’. a 5/2 A 


8 C 5 
a q4 


3 2 
5 








a (ab) e Sa 
b (vab) d (enea) 


Gegeven x = 0,0002345 en y = 6789,4567 


a Schrijf x en y in de ‘wetenschappelijke’ notatie a - 10%, waarbij a een getal is 
tussen 1 en 10 en b een geheel getal. 

b Bepaal met behulp van de uitkomsten in a het product xy en het quotiënt sd 
eveneens in de wetenschappelijke notatie. y 


Voor een adiabatisch proces, waarbij gas wordt samengeperst of uitzet, geldt: 
p- Vb’ = 30; hierin is p de druk in N/m? en V het volume in mè. 

a Druk p uit in V. 

b Druk V uit in p. 


Planeten draaien in een vrijwel cirkelvormige baan om de zon. De aarde doet daar 
een jaar over. Op andere planeten duurt de omlooptijd veel langer of korter. De 
sterrenkundige Kepler heeft ontdekt hoe de omlooptijden van de planeten 
afhangen van de afstand tot de zon. De derde wet van Kepler luidt als volgt: 
2 3 
($) = (2) . Hierin zijn T) en 7) de omlooptijden, rj en r2 de (gemiddelde) 
2 2 
afstand tot de zon van twee planeten. 


De gemiddelde afstand van de aarde tot de zon bedraagt 1,5 - 108 km. 
Geef een formule waarmee berekend kan worden hoe lang een ‘jaar’ (dit is de om- 
looptijd ten opzichte van de zon) op een willekeurige planeet duurt. 





ie. 
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Iemand zet op 1 januari van een bepaald jaar een bedrag van € 1000 op de bank. Aan 

het eind van elk jaar wordt een rente van 4% bijgeschreven over het gespaarde 

bedrag. 

a Bepaal het banksaldo nadat voor de 6° keer rente is bijgeschreven. 

b Stel dat de rente maandelijks wordt bijgeschreven; het rentepercentage blijft 4% 
op jaarbasis. Wat is het saldo na 30 maanden? 


Logaritmen 


Machten en logaritmen zijn onlosmakelijk met elkaar verbonden. Het ‘nemen van 
de logaritme’ is feitelijk het omgekeerde van machtsverheffen met een reëel getal als 
exponent. We leiden het begrip logaritme in met hetzelfde voorbeeld als dat waar- 
mee we de vorige paragraaf zijn begonnen. 


Als een salaris jaarlijks met 2% wordt verhoogd, dan is het salaris na k jaar: 

op (1,02) So (zie het eerste voorbeeld uit paragraaf 1.5). In deze formule is Sọ het 
beginsalaris. Met deze formule kunnen we dus uitrekenen hoe het beginsalaris is ge- 
groeid na een bepaald aantal jaren.We vragen ons nu af op welk tijdstip het beginsalaris 
tot een bepaald bedrag gegroeid is, bijvoorbeeld wanneer het beginsalaris verdubbeld is. 
Er moet in dat geval dus gelden: S = 259, dus (1,02) So — 259; hieruit volgt 

(1,02)* = 2, een machtsvergelijking waarin de exponent onbekend is, maar het grondtal 
wel bekend is. Zou het omgekeerde het geval zijn (exponent bekend, grondtal onbekend), 
dan konden we de vergelijking oplossen met de regels van de vorige paragraaf. Maar 
voor het oplossen van een vergelijking van het type g* = a is een nieuwe techniek 
nodig. We lossen de exponent x uit dit soort vergelijkingen op met behulp van logaritmen. 
We zullen hiertoe eerst de definitie van het begrip logaritme geven. fa 


Definitie en rekenregels voor logaritmen 


De logaritme is onlosmakelijk verbonden met (oneigenlijke) machten. Zo is 
3 log 9 gelijk aan 2 omdat 3° = 9. De logaritme van een getal (hier 9) is de exponent 
(hier 2) van het grondtal (hier 3). 


Definitie 

Sloga is de exponent van de macht met grondtal g, die a oplevert, ofwel 
& loga _ 

g il. 

Hieruit volgt: 

S lord tE =g (1.26) 


Hierin is g het grondtal van de logaritme en a het argument. 


Voorwaarden voor het grondtal 

Gezien het feit dat oneigenlijke machten uitsluitend voor positieve grondtallen ge- 
definieerd zijn, ligt het voor de hand dat het grondtal g van een logaritme eveneens 
positief moet zijn 

Bovendien is het zinloos om logaritmen te definiëren met grondtal 1, want als 
g = 1, dan volgt uit de definitie : t loga = x > 1* = a. Aangezien een macht van 
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l altijd 1 is, zou dit betekenen dat a slechts de waarde 1 kan hebben. Het is dus niet 
mogelijk om t log a te definiëren voor een willekeurige waarde van a. 


? log 8 = 3 want 2° = 8 

Elk positief getal (bijvoorbeeld 5) is te schrijven als macht van een ander (positief) 
getal, bijvoorbeeld 7: Immers 5 = 7 095 

10 log 0,1 = —1 want 107! = -h = 0,1 (we zien aan dit voorbeeld dat logaritmen 
negatief kunnen zijn). 

5 log 1 = 0, want 5° = 1 

2* = 7 & x = ?log7 

5 log x = 3 => x = 59 = 125. 


Afspraken 

Sommige grondtallen komen zo vaak voor dat we het volgende afspreken: 

e Als g = 10 schrijven we log a in plaats van t° log a; log a heet de gewone loga- 
ritme van a. 

e Als g = e (= 2,7182818...) schrijven we In a in plaats van log a; In a heet de 
natuurlijke logaritme van a. Op het getal e komen we uitgebreid terug in hoofd- 
stuk 4. 

Op de meeste rekenmachines zijn de grondtallen 10 en e voor het berekenen van 

logaritmen beschikbaar. Dat geldt niet voor andere grondtallen. 

Om logaritmen te kunnen berekenen en toepassen zijn de volgende rekenregels van 

belang. 


Rekenregels voor logaritmen 
Voor alle positieve grondtallen g # 1 geldt: 


1 &log(ab) = £ loga + £ log b (mits a > 0 en b > 0) (1.27) 

2 8 log) = & log a — £ log b (mits a > 0 en b > 0) (1.28) 

3 & log(a?) = b(log a) (mits a > 0) (1.29) 
P log 


5 En (mits p een gedefinieerd grondtal, dus p > 0 en p #1) (1.30) 
Rekenregel (1.30) wordt vaak toegepast bij de berekening van logaritmen met een 
rekenmachine. Met deze regel kan het grondtal worden herleid op 10 of e. 

Het bewijs van deze rekenregels volgt uit de rekenregels voor (oneigenlijke) mach- 
ten. 


4 &loga= 





We komen terug op het voorbeeld waarmee we deze paragraaf begonnen: De vraag 
was wanneer een bepaald beginsalaris verdubbelde, als er jaarlijks 2% verhoging 
wordt bijgeschreven. We hebben gezien dat de vraagstelling leidt tot: voor welke 


waarde van k geldt dat (1,02) — 2? We kunnen deze vergelijking als volgt oplossen: 
log 2 
(1,02)* = 2 => k = ll jog 2 = En zæ 35,0028. Rekenregel (1.30) is gebruikt 
om over te gaan op een grondtal, dat in de rekenmachine te gebruiken is. Na 35,0028 
jaar is het beginsalaris dus verdubbeld. Wanneer de salarisverhoging pas aan het 


eind van een jaar wordt bijgeschreven is het antwoord op de vraag dus: na 36 jaar. 
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_ log5  0,69897 
= log3 © 0,47712 
te kunnen gaan op grondtal 10, het grondtal van de gewone logaritme; de rest gaat 
met een rekenmachine) 





> $log5 ~ 1,46497 (regel (1.30) is gebruikt om van grondtal 3 over 


>» log (3) = log1 — log 5 = 0 — log 5 = — log 5 ~ —0,69897 (regel 1.28) of 
log (5) s log (57!) = — log 5 ~ —0,69897(regel 1.29) 
> log4+ log5 + log6 = log(4 - 5-6) = log 120 ~ 2,0792 (regel 1.27) 


b 
> ?loga + ?log b — ? log c = ? log (2) rege! 1.27 en regel 1.28) 


> log(x?) = 2 log x (mits x > 0). z 


Vergelijkingen met logaritmen 


Een vergelijking van het type $ log x = a (waarin x de onbekende is, a en g zijn 
bekend verondersteld) lossen we op met de definitieformule van de logaritme, for- 
mule (1.26): 


s logr= nsa ag" 


Wanneer het grondtal onbekend is, bijvoorbeeld in de vergelijking * log b = a, kan 
de vergelijking als volgt opgelost worden: 
logb 


* lög þp= ü T a (formule (1.30), overgang op grondtal 10), dus 





lers — log b = log ba = log Yb (hierbij is formule (1.29) gebruikt). 


Hieruit volgt x = b. 

Zoals reeds in de vorige paragraaf (machten) is gesteld, worden vergelijkingen met 
oneigenlijke machten als onbekende (exponentiële vergelijkingen) vaak met behulp 
van logaritmen opgelost: 

Wanneer bijvoorbeeld a* = b, kunnen we met behulp van de definitie-eigenschap 
van logaritmen zeggen dat x = log b. 

We geven van de zojuist behandelde vergelijkingen enkele voorbeelden: 


> Îlogx=4x=3 81 


1 1 
> nx=5>x= e5 = (2,718281828.…. 02 ~ 1,492 


1 


> ‘logx= -2 > x = ()* = z 


> Xlog7 =2 = x? = 7 > x = v] (de oplossing x = —v7 vervalt (waarom?)). 


> bogx=0=>=x=10=1 


log 3 
Heg Hagg en det Eb 
log 2 
1 
de vergelijking XT Bis op te lossen zonder logaritmen: 


2: 
5 


1 5 
x? T = X2 = 5 betekent namelijk x = 55 œ 1,904. 


Met logaritmen kan het ook: 


1 1 
XT rn log 5, dus (met formule (1.29) 


Il 
o 
4 
Oo 
te 
> 


1 log 5 
2— - log x = log 5 = log x = Sr x 0,2798 
2 24 


Hieruit volgt x œ 10027 ~ 1,904. 


Opgaven bij 1.6 
Bereken de volgende logaritmen zonder rekenmachine 
a “log32 C Plog} 
16 
b ï’log1 d log(0,0001) 


Los zonder rekenmachine x op uit de volgende vergelijkingen 


a “logx=3 d log(x+2)=0 
b “logx= -2 e Inx=2 
c logx = 2 + log4 f Pioen =3 


Los de volgende vergelijkingen op (indien mogelijk) zonder rekenmachine: 


a *log36 = +4 d 36* = 4 
b 3 logx= 4 e e =2 
è Fah f e= 2 


47 


Een bodembedekker (dit is een laaggroeiende plant) wordt in het voorjaar 


ingezaaid. 


Na 1 week staat de plant op het punt om op te komen. Na 1 4 week steekt de plant 
overal 1 cm boven de grond. Na 2 } week is dat 2 cm. Op basis van deze gegevens 
veronderstelt men dat de hoogte h recht evenredig is met de logaritme van het 


aantal verstreken weken. 


a Ga aan de hand van de gegevens na of de veronderstelling dat h evenredig is met 
de logaritme van het aantal verstreken weken w juist is en bereken de even- 


redigheidsfactor. 
Schrijf h in de vorm h =£ log w (bereken het grondtal). 


c Geef het verband tussen de groeitijd w en de hoogte h en voorspel de groeitijd bij 


een planthoogte van 3, 4, 5 en 6 cm. 


s 











1.7 
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Na het toedienen van een narcose neemt de nog aanwezige hoeveelheid narcose- 
stoffen in het menselijk lichaam langzaam af. De hoeveelheid, t dagen na 


0,8t 
toediening, is: Gt = Go (5) Hierin is Go de hoeveelheid narcosestof die oor- 


spronkelijk is toegediend. 


a Na hoeveel tijd is de hoeveelheid narcosestof nog maar de helft van de hoeveel- 
heid toegediende stof? 
b Na hoeveel tijd is er nog 10% van de toegediende hoeveelheid stof aanwezig? 


Schrijf onderstaande formules zodanig dat y wordt uitgedrukt in x. 
a (5) = —X c 2:-logy= log(x*) ded 


b “logy = + logx d (logy)’= x 


De absolute waarde 


De absolute waarde van een getal a, notatie |a|, is gedefinieerd als 


a voor a > 0 
his —a voor a < 0 
In woorden: de absolute waarde van een getal is het getal zonder teken. Zo is 
|—2| = 2, |+2| = 2 en |0| = 0 . De absolute waarde van een positief getal blijft dus 
positief, en de absolute waarde van een negatief getal wordt, door er een min-teken 
voor-te zetten, positief gemaakt. De absolute waarde van een getal is dus altijd niet- 
negatief. 
Een bekend voorbeeld, waarbij we het begrip absolute waarde gebruiken is bij de 
herleiding van va?. Aangezien een wortel per definitie positief (of 0) is, zou het niet 
juist zijn om voor va? te schrijven: a. Immers, in het geval dat a negatief is klopt dit 
niet meer (bijvoorbeeld /(—3)* = 9 = 3 en niet -3, we moeten eerst machtsver- 
heffen, daarna pas worteltrekken). 
Conclusie: Va? = |a| 
De absolute waarde-strepen in een bepaalde vorm kunnen worden weggewerkt 
door de vorm te splitsen. Zo geldt bijvoorbeeld: 


HB alsk > 2 


x—-2alsx—-2>0 
[x —2| = 
-( —x +2 als x < 2 


x—2) als x—2 <0 


dus x-2 = f 


In een vergelijking waar absolute waarde-strepen in voorkomen kunnen deze soms 
ook worden weggewerkt door te kwadrateren. Daarbij wordt gebruikgemaakt van 
het feit dat |a|?= a? (immers, zowel (+a)? = a? als (—a)? = aĉ). 
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We lossen de vergelijking |x — 1| = 4 op. Dit kan op twee manieren: 
1 De vergelijking opsplitsen in twee vergelijkingen: 


| Es x—-l=4alsx—-1>0x=b 
X — Te 
=(A=lj= 4 als x=- t<0 > tlas 


2 Linker- en rechterlid van de vergelijking kwadrateren: 


Ix — 1?= 42 > (x — 1} = 16 
>x —2x+1= 16 
aK okkal 
=> (x—5)(x+3)=0 
ks Rf e e. 


Opgaven bij 1.7 
Los (indien mogelijk) de volgende vergelijkingen op: 


a x =2 c |x+1|= -1 
b -3 =] d |x| =2x-— 1 


Schrijf de vorm |x| + [2x — 2| zonder absolute waarde-strepen (aanwijzing: splits in 
drie vormen). 


Los de volgende vergelijkingen op: 


a x^ 5-8 = 0 c 4/ (x-2 = 


b |logx| 2 d Jai =+ż4 


Herhalingsopgaven 


Schrijf de volgende uitdrukkingen als één breuk: 
f \u- b 2ac—3b 


a C 
b $ d b coo c2 
B H 
DO ag 
b 


Werk de haakjes weg en vereenvoudig zoveel mogelijk) in de volgende uitdrukkingen: 


a 


a x(x- y)= yy- x) è (ae) 


b (atb) (e- d (a+ 3b lab 


N| = 
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ER Werk de haakjes weg en vereenvoudig zoveel mogelijk in de volgende uitdrukkingen: 
a (2) +BY e (EP (Ez) 
b ala+b a- bA d bet Mir — Bir 1} 


pá Schrijf (indien mogelijk) als machten en vereenvoudig zo ver mogelijk: 


a va. Yat C AVK + AVB + xa 
vabc 5 „5 
Ja jP r d v25 + (V2) +2 


5) Ontbind in factoren: 


a x? -4 c af +6a+5 
b x? —-5x-6 d a+ b? + 2ab 


6 Los x op uit de volgende vergelijkingen: 


a 3x+5=0 ë 3x -x-—10 =0 
b 3x+5a= 7a d x+2x-5=0 


Druk x uit in de overige variabelen: 


a at-—áb= ta c x? -—ax+ b= cx 


b 2x-2 =b d (x-a)\(x-b)=c 


8 Los x op uit de volgende vergelijkingen (geef de exacte antwoorden): 


a 23 C 9—2x _ 4x+1 
l m mE" 
b a~ 3 d 2* +27* = 3 (aanwijzing: stel 2% = a) 


E Los x op uit de volgende vergelijkingen: 


a logx = —2 e = 2 
b 3-?logx=1 d log(|x|) = —V2 


ax — 2y = 3 


(a en b zijn constanten) 
3x + 5y = b 


10 Gegeven het stelsel lineaire vergelijkingen | 


a Voor welke waarde(n) van a heeft het stelsel één oplossing? 
b Voor welke waarde(n) van a en b heeft het stelsel geen oplossingen? 
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Samenvatting van hoofdstuk 1 


Ontbinden in factoren/haakjes wegwerken 

Onderstaande regels kunnen van links naar rechts (ontbinden) en van rechts naar 
links (wegwerken van haakjes) gelezen worden. 

l ab +ac=alb+c) 

2 a-b =(a+b(a-—b) 

3 a? +2ab+b?=(a+ b) 

4 a? —2ab+b? = (a — bf 

5 a +(p+q)a+ pq = (a+ p)\(a + q) 





Breuken 
Rekenregels voor breuken (N.B. in de noemers mag geen 0 voorkomen) 
1 Bme 
b d bd 
a 
Ee 
i C€ be 
d 
3 a 4 c a+c 
b b b 
2 pla ad + bc 
b` d bd 


Het oplossen van vergelijkingen met één onbekende 
Als A en B factoren zijn, gelden de volgende regels: 
1 Als A- B= 0, dan geldt A = O en/of B = 0 


A 
2 Als — = 0, dan geldt A = 0, mits B # 0 


-b + Vb? — 4ac 
3 abc-formule: ax? + bx + c = 0 > x12 = JEE 


Regels voor wortels 


1 VA-B= VA. VB 
A VA 
i (5-5 


3 Als VA = B, dan geldt A = B? mits B > 0 


Machten 
Wanneer a en b positieve grondtallen zijn, p en q positieve reële getallen, geldt 
Ll =j 


1 
—p EAA 
2 dà oP 
P 
3 ad = q aP 
4 aP N ad — ad 
aP 
en PY 
5 Pr a 


7 (aP)1= (a9P= a” 
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Logaritmen 

De g-logaritme van a, notatie £ log a is als volgt gedefinieerd: 

Sloga = b & g? = a, waarbij grondtal g positief en ongelijk 1 is, terwijl a > 0 
Rekenregels voor logaritmen: 

1 logab =£ log a +€ log b 


2 £ log? = loga — log b 


3 8Sloga? = b £ loga 


S loga 
8 log b 





4 &loga= 
Absolute waarde 


a a als a > 0 
dl == 
als a <0 
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Leerdoelen in hoofdstuk 2 


Relaties tussen grootheden worden meestal beschreven met behulp van formules. 
In de wiskunde gebruikt men hiervoor het begrip functie. Bij een functie hoort 
vrijwel altijd een grafiek. In een grafiek worden de functiewaarden uitgezet tegen 
de waarden van de betreffende variabele(n). Een functie is vaak samengesteld uit 
zogenaamde standaardfuncties. Er zijn verschillende soorten standaardfuncties met 
kenmerkende eigenschappen. Aan een grafiek valt meestal wel af te lezen wat voor 
een soort functie bedoeld wordt. Daarvoor is het wel noodzakelijk dat de eigen- 
schappen van functies bekend zijn. 

Voor het tekenen van de grafiek van een functie gebruiken we vaak een grafische 
rekenmachine of een computer. In dat geval spreken we van een plot. Eenvoudige 
functies kunnen net zo handig ‘met de hand’ getekend worden, mits de eigenschap- 
pen van de grafiek bekend zijn. 

In dit hoofdstuk laten we zien welke eigenschappen de verschillende standaard- 
functies hebben en hoe deze in de grafiek kunnen worden herkend. Grafieken wor- 
den niet alleen gebruikt om een beeld te geven van de functie, ook om vergelijkingen 
en ongelijkheden op te lossen wordt vaak van de grafiek gebruikgemaakt. 

Een speciale groep functies, de goniometrische functies, wordt pas in hoofdstuk 3 
behandeld. 


In hoofdstuk 2 komen de volgende onderwerpen aan de orde. 
definitie van een functie 

de grafiek van een functie 

standaardfuncties 

machtsfuncties 

eerste en tweedegraadsfuncties 

wortelfuncties 

gebroken functies 

exponentiële functies 

logaritmische functies 

functiebewerkingen en de betekenis voor de grafiek 
samengestelde functies 

het begrip inverse functie 

functies met absolute waarden 
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Inleiding 


Met behulp van een functie kan de relatie tussen twee (of meer, zie later) variabelen 
in formulevorm worden vastgelegd. Functies kunnen op verschillende manieren 
worden genoteerd. In y = f(x), f : x — f(x) en y := f(x) is f steeds de naam van 
de functie, waaraan het functievoorschrift van de functie is verbonden en is x de 
onafhankelijke variabele, ook wel het argument van de functie genoemd. Verder is 
in deze notaties y de afhankelijke variabele met de daaraan toegekende functie- 
waarde f (x).Wanneer we voor x een getal invullen, wordt met het functievoorschrift 
f een waarde voor y berekend. 


Iny = f(x) = 3x + 1 is y een functie van x. Volgens het functievoorschrift wordt (de in 
te vullen) waarde van x eerst met 3 vermenigvuldigd, vervolgens wordt bij het resultaat 1 
opgeteld. Zo is bijvoorbeeld f(3) = 3-3 +1 = 10 en f(—1) =3- (—1) + 1 = —2. Bij 
x = 3 hoort een y-waarde 10 en bij x = —1 hoort een y-waarde —2. 


Hoewel de eerste van de drie hierboven genoemde notaties de meest gebruikelijke 
is, zijn de tweede en de derde eigenlijk nauwkeuriger, omdat terecht een zoge- 
noemde toekenningsoperator (de pijl, respectievelijk het :=-teken) gebruikt wordt. 
Hoewel het =-teken wel als toekenningsoperator gebruikt wordt, is het in feite geen 
toekenningsoperator, maar een vergelijkingsteken. In dit boek zullen we desondanks 
de notatie y = f(x), of kortweg f(x) gebruiken. Een rechtvaardiging hiervoor is ge- 
legen in het feit dat een functie ook geschreven kan worden als vergelijking. Zo is de 
functie f :x—3x+1 te beschouwen als de vergelijking van de rechte lijn 
y = 3x + 1. Op de lijn liggen alle punten met een x-coördinaat en een y-coördinaat 
die aan de vergelijking voldoen. 











Voorbeeld 2 


Figuur 2.1 
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-Opmerking 
In Maple moet deze functie formeel als > f:=x->3*x+1; worden inge- 
voerd. We komen hier binnenkort op terug. 


Het is natuurlijk niet verplicht om altijd y en x als symbolen te gebruiken. Zo zijn 
p = f(q) en v = f(u) dezelfde functies als y = f(x), als het functievoorschrift maar 
hetzelfde is. 

Onder het domein (ook wel definitieverzameling genoemd) Dp van een functie ver- 
staan we de verzameling van alle argumentwaarden waarvoor de functie is gedefi- 
nieerd. 


> Gegeven de functie f(n) = n? — 1 met D; = {1,2,3}. Hierbij is het domein dus ge- 
geven. De functie f is in dit geval alleen gedefinieerd voor n = 1, n = 2enn = 3. 

»> De functie y = f(t) = vt heeft als domein D; = {t > 0}. Een wortel bestaat im- 
mers alleen als het argument positief of 0 is. 

» Gegeven een vierkant ABCD met zijde 2 en daarin een cirkel met hetzelfde middel- 
punt en straal r (zie figuur 2.1). Gevraagd: Bepaal de functie die het oppervlak van de 
cirkel bepaalt en het domein. 


Oplossing: 

De oppervlakte 0 van de cirkel is een functie van r: y = O(r) = m r°. 
Alleen voor 0 < r < 1 ligt de cirkel binnen vierkant ABCD. 

Het domein van 0 is dus Dy = [0,1]. In dit voorbeeld volgt het domein dus uit de 
beperkingen die uit de probleemstelling volgden. Kr 


D G; 
> | 

A Nn B 
Het bereik (ook wel waardenverzameling genoemd) van een functie y = f(x), nota- 
tie Br, bevat alle functiewaarden y, waarbij x € Dr. 
Het bereik bepalen we meestal na het tekenen van een grafiek van de functie. 
Daartoe is het noodzakelijk een assenstelsel in te voeren met een horizontale en een 
verticale as en op het snijpunt van de assen een natuurlijk nulpunt (oorsprong). In 
het bekende xy-vlak is de grafiek van y = f(x) de puntenverzameling van alle ge- 
tallenparen (x,y) waarvoor geldt dat y = f(x) en x € Df. We spreken kortheidshalve 
ook wel van de grafiek van f. 
Voor het maken van de grafiek van een functie wordt meestal een GR of computer- 
algebra (bijvoorbeeld Maple) gebruikt. We spreken in dat geval van plotten in plaats 
van tekenen. Voor een goede plot is het van groot belang om het domein en het 
bereik vooraf te bepalen, of als dat niet mogelijk is, in te schatten. 
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Definitie van een functie in Maple 

Een functie kan in Maple op verschillende manieren gedefinieerd worden. 

— Met de pijltjes-notatie; deze manier is zeer aan te bevelen. 

Als voorbeeld wordt y = f(x) = x° — x gedefinieerd en daarna worden twee func- 
tiewaarden berekend. 


> LEKER Je; 


fregare 
> ES) sz 
24 
tl ee EEE 
— 1.875 
= Els 
Pi 


— Met de formule-notatie 

Dezelfde functie wordt eerst als formule geschreven, daarna wordt er een functie 
van gemaakt met behulp van het unapply-commando. Zonder dit commando 
kunnen snel misverstanden ontstaan! 


= Pre JK} 


> f:=unapply{(s,x) ; 
3 


f:=x>xX -x 
Een functiewaarde kan ook berekend worden met het subs-commando (zie het 
voorbeeldje, hieronder), maar we raden het sterk af om op een dergelijke manier 
een functie te definiëren. 


Rin Wem 
Ek st: 
> subs (x=1.5,%) ; 
1.875 


Wat beslist niet juist is, om een functie als volgt te definiëren: 


> f(x) :=X" 3x; 


Op het eerste gezicht is er niets mis, maar als we een functiewaarde proberen uit te 
rekenen, gaat het mis. Maple ziet alleen de symboolcombinatie, maar herkent geen 
functie en rekent dus ook niets uit: 


flag 


f(1.5) 


> evalf (%) ; 


f(1.5) 











Voorbeeld 3 





"= 62191489 (vz gnaecigr 


Figuur 2.2 
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Het plotten van een grafiek 

Wanneer we de beschikking hebben over een GR of een computeralgebrasysteem, 
hebben we meteen een krachtig gereedschap om grafieken van functies te tekenen. 
Er worden dan in fracties van seconden duizenden punten op de grafiek berekend 
en met elkaar verbonden. Plotten heet dat. Aan een plot kunnen we meestal een- 
voudig zien wat domein en bereik van de functie zijn. Een kritische instelling en een 
stuk voorkennis blijft echter noodzakelijk. 


Eer. 


In nevenstaande figuur zien we de 11-83 plot van de functies f(x) = > X° — x +1 en 
g(x) = 2x + 1 met een bepaalde WINDOW-instelling. Om het snijpunt dat buiten het 
scherm ligt te kunnen bepalen (bijvoorbeeld met TRACE) hadden we de maximale 
x-waarde en y-waarde wat groter moeten kiezen. 

We plotten dezelfde functies in Maple, waarbij we nu wel een groot genoeg venster 
aangeven: 


AERO LE FL 
f =x 05E H 
g:=X—2x+1 
> pLot({i (x); gX) },x=-2..10,y=-2..15); 


pa) ez i 


GI -E 


e anil 
En 
Hen, 

en, 


zi 
| 
"i 


aa 
r 





Door f(x) en g(x) aan elkaar gelijk te stellen vinden we de snijpunten. Dat komt er op 

neer om de vergelijking 0,5x2 — x + 1 = 2x + 1 op te lossen. Dit kan zowel ‘met de 

hand’ als met behulp van een GR of Maple. 

> Metde'hand: 4x? — x +1 =2x+1 = 4x? -3x =0 > 4x(x -— 6) =0 > 
KB b 

» Met de GR: òf met TRACE, òf met het menu CALCULATE (2nd CALC), vervolgens keuze 
van de twee functies en tenslotte INTERSECT. 

» Met Maple: > solve (£(x)=g(x)); 

Met als resultaat: 0 en 6. el 


Let in Maple op de vorm van het plot-commando. De schaalverdeling op de x-as en 
de y-as is in bovenstaand voorbeeld verschillend. Er zijn vele andere vormen van het 
commando denkbaar, steeds met vrijwel hetzelfde resultaat. Zie de help-functie bij 
het plot-commando (? plot ;). Wanneer we op de figuur klikken, kunnen we ver- 
volgens met de rechtermuisknop kiezen uit een aantal opties om de grafiek anders 
te tonen. Aangeraden wordt om hier zelf mee te experimenteren. 
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In de volgende paragraaf komen we uitvoerig terug op de soort functies, die in dit 
voorbeeld werden gebruikt. 


Stijgend en dalend 

Als de functiewaarde f(x) voortdurend toeneemt bij toenemende x op een zeker 
interval, noemen we f(x) stijgend op dat interval. Als f(x) stijgend is op het hele 
domein, dan heet f(x) een stijgende functie. 

Als de functiewaarde f(x) voortdurend afneemt terwijl x toeneemt op een zeker 
interval, noemen we f(x) dalend op dat interval. Als f(x) dalend is op het hele 
domein, dan heet f(x) een dalende functie. 

Van een aantal zogenaamde standaardfuncties is het handig, of zelfs noodzakelijk 
om de vorm van de grafiek te kennen (en dus ook het al dan niet dalend of stijgend 
zijn) zonder deze te hoeven plotten. We komen hier in de volgende paragraaf op 
terug. 


Opgaven bij 2.1 
888 Plot met behulp van een GR of Maple de grafiek van de volgende functies. Bepaal 


hieruit het domein en het bereik. Bepaal ook voor welke waarden van het argument 
de grafieken stijgend zijn resp. dalend zijn. 








a y= f(x)= vx? -3x-4 d t= g(s) = — 

b s= gi =v- F e y=fir e r +3 =e g 
fi a° 4+1 

C SN SET t b=g(a)= - 


Voor de remweg van een voertuig geldt de formule s(t) = 30t — 3t? (s in meters, t in 
seconden), terwijl voor de snelheid tijdens het afremmen de formule v(t) = 30 — 6t 
(in m/s) geldt. Bepaal het domein en het bereik van s(t). 


Standaardfuncties 


Wij zullen de meest voorkomende functies in categorieën indelen. Uitgangspunt 
binnen elke categorie is een standaardfunctie. Van een standaardfunctie zijn de 
eigenschappen en de grafiek van groot belang voor het verdere functieonderzoek 
binnen de betreffende categorie. We zullen bovendien voor elke categorie een aan- 
tal gereedschappen aanreiken, die voor de latere analyse van functies van belang 
zijn. _ 
~ De functiecategorieën die we in deze paragraaf zullen tegenkomen, zijn die van de 
machtsfuncties (standaardfunctie f(x) = x”, met als toepassingen onder andere 
eerste en tweede graadsfuncties), de exponentiële functies (standaardfunctie 
f(x) = a*) en de logaritmische functies, met standaardfunctie f(x) = “log x. Daar- 
| bij komen later nog de goniometrische functies (met standaardfuncties 
| f(x) = sin(x), f(x) = cos(x) en f(x) = tan(x)), (in hoofdstuk 3) en de cyclometri- 
sche functies (eveneens in hoofdstuk 3). Daarmee is de lijst met standaardfuncties 
voorlopig compleet. 






























2.2.1 


Voorbeeld 4 





Figuur 2.3 
Grafiek van een 


eerstegraadsfunctie 
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Machtsfuncties 


De standaardfunctie voor alle machtsfuncties is 


ý= f(x) = 3", waarbij n e N ERY 


Als n een natuurlijk getal is (positief en geheel) heet y = f(x) = x” een zuivere 
machtsfunctie, bijvoorbeeld y = f(x) = x en y = f(x) = x?. Machtsverheffen komt 
in dat geval neer op herhaald vermenigvuldigen. Voor alle overige gevallen van n 
heet y = f(x) = x” een oneigenlijke machtsfunctie. In hoofdstuk 1 is ingegaan op de 
definitie en de rekenregels voor oneigenlijke machten. Van zuivere machtsfuncties 
zijn de zogenoemde veeltermen afgeleid. 


Veeltermen 
Een veelterm van de n-de graad in x is een lineaire combinatie van zuivere machts- 
functies met als hoogste macht n, dat wil zeggen een functie van de vorm 


l 


Pn(x) = anx” + an-1x" > +... + ax + ao waarbij n € Nen an £ 0 


> f(x) = x’ + 3x? + 5 is een veelterm met graad 7 
> f(x) = x? + x is een veelterm met graad 3 
» f(x) = 3x + 8 is een veelterm met graad 1 m 


De constanten an , ani , ---, ag heten de coëfficiënten van de veelterm. 
Een veelterm wordt ook wel een polynoom genoemd. 





De in de praktijk meest voorkomende veeltermen zijn eerste en tweedegraadsveel- 
termen, ook wel eerste- en tweedegraadsfuncties genoemd. Een ‘veelterm’ van de 
graad 1 heet ook wel een lineaire functie. 


Eerste graadsfuncties 
Eerste graadsfuncties (ook wel lineaire functies genoemd) zijn functies van het type 


y= f(x) = ax b met a#0 (2.2) 


Van de functie y = f(x) = ax + b is de grafiek een rechte lijn met richtingscoëffi- 
ciënt a, die de y-as snijdt in het punt met y-coördinaat b (b heet ook wel het 
intercept, de asafsnijding). We spreken daarom ook wel van de rechte lijn met de 


Figuur 2.4 
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vergelijking y = ax + b. De richtingscoëfficiënt geeft de mate van steilheid van de 
rechte lijn aan. Wanneer de richtingscoëfficiënt gelijk is aan a betekent dit dat bij 
een toename van l eenheid in de x-richting, de functiewaarde y = f(x) met een 
bedrag a zal toe- of afnemen (toenemen als a > 0, afnemen als a < 0). In het 
bijzondere geval dat b gelijk is aan 0 (zodat f(x) = ax) gaat de rechte lijn door de 
oorsprong. In dit geval noemen we y recht evenredig met x, met evenredigheidsfactor 
a (notatie: y « x). 

De grafiek van een eerstegraadsfunctie vinden we het snelst door door twee punten 
op de grafiek (bijvoorbeeld de snijpunten met de coördinaatassen) een rechte lijn te 
trekken. 


We bekijken de functie y = f(x) = 3x + 5. Hierin is volgens de notatie uit formule (2.2) 
a—3enb= 5. De grafiek van f(x) is dus een rechte lijn met richtingscoëfficiënt 3 en 
intercept 5. 

Ter controle maken we een tabel met een aantal gekozen waarden van x en de daarbij 
berekende f(x). 


Tabel 2.1 
X -1 0 1 2 3 4 
fæ) 2 5 8 11 14 17 


We zien hieraan dat bij elke toename van 1 eenheid in de x-richting de functiewaarde 
met 3 toeneemt. Dit stemt overeen met het feit dat de richtingscoêëfficiënt 3 is. We zien 
dat de lijn die bij de grafiek hoort, de y-as (x = 0) snijdt bij y = 5. Het intercept is dus 
inderdaad 5. 

Eventueel kunnen we nog het snijpunt van de grafiek met de x-as bepalen. Dit doen we 
door f(x) gelijk aan 0 te stellen, wat resulteert in de vergelijking 

MEG x= o — 1,67. 

In onderstaande figuur is de grafiek geplot. Wetende dat de grafiek van een eerste- 
graadsfunctie een rechte lijn is, hadden we kunnen volstaan met het trekken van een 
rechte lijn door twee (berekende) punten. 











































Voorbeeld 6 





Functies 


Eerstegraadsfuncties komen in de praktijk veel voor. Bekende voorbeelden zijn: 

e U(i)= Ri (wet van Ohm: spanning (Volt) = weerstand (Ohm, constant veron- 
dersteld) x stroomsterkte (Ampêre)) 

e v(t) = v + at (snelheid (m/s), bij eenparig versnelde beweging, versnelling a 
(m/s®) beginsnelheid vo (m/s), als functie van de tijd (t) 

We geven nog de volgende twee handige formules: 

De vergelijking van de rechte lijn door de punten (x1,y1) en (x2,y2) luidt: 


"F Fl (x — xı) (2.3) 


De vergelijking van de rechte lijn met richtingscoëfficiënt a door het punt (x1,y1) 
luidt: 


y -yı = alx — xi) (2.4) 


gi 
allii 
fnil 
i 


-Opdracht 

l1 Leid de formules (2.3) en (2.4) af. Tip: vul de gegeven punten in de 
| vergelijking van de lijn (y = ax + b). Dit levert twee vergelijkingen 
l met twee onbekenden. Los de onbekenden hieruit op. 

~ 2 Bepaalde eerstegraadsfunctie waarvan de grafiek gaat door de punten 





(2,6) en (4, — 1). 
3 Bepaal ook de vergelijking van de lijn met richtingscoëfficiënt -1 door 
| het punt (2,3). 

Tweedegraadsfuncties 

De functie 

y= f(x) = ax? + bx + c, waarbij a # 0 (2,5) 


is de basisfunctie voor alle tweedegraadsfuncties (of kwadratische functies). 

De grafiek van elke tweedegraadsfunctie is een parabool. In het eerste plotvoorbeeld 
van voorbeeld 3 is een indruk gegeven van de grafiek van een tweedegraadsfunctie. 
We noemen die grafiek een parabool. Een parabool is een kromme, die symmetrisch 
is om een verticale (of andersgerichte) as. Hoe we de parabool behorend bij een 
tweedegraadsfunctie moeten tekenen, zullen we uitleggen. Eerst laten we zien wat 
we onder kwadraatafsplitsen verstaan. 


Kwadraatafsplitsen 

Van de vorm ax? + bx + c kan een zogenaamd kwadraat afgesplitst worden. Daar- 
onder verstaan we dat ax? + bx + c geschreven kan worden in een andere gedaante, 
namelijk a(x + p)? + q, waarbij p en q van a, b en c afhangen. De eerste twee 
termen worden eerst omgewerkt naar een volledig kwadraat en vervolgens wordt 
het restant in de meest eenvoudige vorm geschreven. 


AXT HAXHA-T= (KHE AT (KHD 3. 
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In het algemeen geldt 


(e+p? = +2px + p 


Zodat 


xX + 2px = (x + p —p > 
xH+2pxtqg=(xt+p -p Hga 
j2 


ax? + 2apx + aq = a(x + p — äp“ + åg 


Schrijven we het linkerlid als ax? + bx + c, dan volgt: 


b C 
Zap = b> p= g maes 


Met behulp van deze formule kan elke kwadratische vorm worden geschreven als 
dt +A 


We splitsen het kwadraat af van x? + 4x + 7. 
Vergelijken we x? + 4x + 7 met ax? + bx + c, danis a = 1, b = 4en c = 7, zodat voor 





b 4? 
p en qin a(x + p)* + q geldt: p = == teng gg} 
We kunnen dus schrijven: x2? + 4x +7 = (x + 2)? +3. 
b —6 3 
In2x? -6x-8isa=2 b=-—6 Le A EEE u 
n 2x4 — 6x — 8 is a ; en c 8, dus p PECOT, z en 
2 2 
— 1 3 1 
qaii en 125 zodat wirt lr) viy 


We splitsen van 2x? — 3x + 7 nu een kwadraat af op inzichtelijke wijze, dus zonder met 
de formules die in de vorige twee voorbeelden gebruikt werden, te werken: 
Eerst halen we de coëfficiënt van x? buiten de eerste twee termen: 


Dè -3x +T=2(x? - 3x) ET 


kat 1 
Vervolgens bepalen we de helft van de coëfficiënt van x, dus 5 (- 3) TRT 


2 
Nie schrijven als | x — Ei 
2 4 16 
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En 3 aa 
E 2 o 2 16 


Invullen in de bovenste vorm leidt nu tot 


pl alde) +1 


3049 
BN 





Nogmaals de abc-formule 
In hoofdstuk 1 is de abc-formule genoemd. Deze formule kunnen we nu als volgt 
afleiden: 


b\2 
a + bx+e= 0> afz ze) mas 0 
2a a 


b\? p 

alst) = ee 

M *_ bP -4ac aat P $ P dae 
jaj 4a 2a) Ad? 


b -4ac —þb + Vb? — 4ac 


Hieruit volgt x + - = si 
8 2a 4a? 2a 


De eigenschappen van een kwadratische functie 
We schrijven nu een kwadratische functie in een andere vorm met behulp van de 
zojuist (bij het kwadraat afsplitsen) afgeleide formule: 


b\° p 
f(a) =a + bx+ e= a(x + p? +q = a(x) +c — — (2.6) 


We kunnen nu achtereenvolgens het volgende concluderen: 


2 
1 Het kwadraat (x + za) is altijd positief, behalve voor x = — Ln want dan is 


het nul. 


b\2 
2 Wanneer a > Qisa (x + ze) minimaal 0. Dit minimum wordt bereikt bij 
b 
2a 
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i 
Wanneer a < 0 is a(x + ze) maximaal 0. Dit maximum wordt bereikt bij 


E b 
= 2a 
AT 
3 Wanneer a > 0is al x + — | —— + c minimaal — — + c en wel voor 
2a 4a 4a 
B b 
= 2ä 
b 2 2 b? 
Wanneer a < 0 is al Xx + — | — — + c maximaal — — + c en wel voor 
2a 4a 4a 
B b 
= 2a 


Zo komen we tot de volgende kenmerken van de grafiek van een tweedegraadsfunc- 
tie: 


De belangrijkste kenmerken van de parabool als de grafiek van een tweedegraads 
functie f(x) = ax? + bx + c zijn: 
1 De vorm en de top van de parabool: 


Als a positief is, is (2.6) minimaal voor x = — zg Het betreft in dat geval dus een 


dalparabool, met als top (het punt waar het minimum is gelegen) het punt met 
de coördinaten 


Dek d ; b ; , 
In het geval data negatief is, is (2.6) maximaal voor x = — zg Cn ÍS de vorm die 


van een bergparabool. Voor de top (nu het punt waar het maximum is gelegen) 
vinden we uiteraard hetzelfde punt. 


2 De snijpunten met de x-as (indien aanwezig). 
Het eenvoudigste is deze te bepalen door ax? + bx + c direct te ontbinden in 
factoren of met behulp van de abc-formule (formule (1.17), hoofdstuk 1). 
De oplossingen xj en x van de vergelijking ax? + bx + c = 0 zijn (indien aan- 
wezig): 
-b + VD 
—— ~en 


2a 
We noemen D de discriminant. 





De E y i 
= m waarbij D = b° — 4ac en mits D > 0. 


Kj = ‚ X2 


De vergelijking ax? + bx + c = 0 heeft voor: 

e D< 0: geen reële oplossingen (de wortel in de abc-formule bestaat dan niet, 
zodat xj en x ook niet bestaan!); 

e D =Q: twee samenvallende reële oplossingen (er is dan eigenlijk maar één snij- 
punt met de x-as, dus een raakpunt); 

e D > 0: twee verschillende reële oplossingen. 


De ligging van dal- en bergparabolen kunnen we samenvatten in één figuur, zie 
figuur 2.5. 











Figuur 2.5 


Ligging van dal- en 


bergparabolen 


Voorbeeld 10 
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y 
X 
a>0 
D>0 
y a<0 
D>0 
X 





Hoe tekenen we de grafiek van y = f(x) = 2x? — 8x — 6? 

Oplossing: 

In de formule voor f(x) is a = 2, b = —8 en c = —6. 

Voor discriminant D geldt: D = b? — Aac = (—8)? —4-2-(—6) = 112. 

Aangezien a > 0 en D > 0 is de grafiek een dalparabool, die de x-as twee keer snijdt. 





b —8 
x-coördinaat van de top: Xtop = — RTE En 2 
gE b? CB) 
y-coördinaat van de top: Ytop = sia +C=-— TES + (—6) = —8 — ô = —14 


De grafiek van f is dus een dalparabool met top T = (2, — 14). 
De snijpunten van de parabool met de x-as bepalen we met de abc-formule. 
De x-coördinaten van de snijpunten met dex-as zijn: 


er Jen EP ET 1 
Eh (6) _8+VI2 8 LA =24 107 


27 eee d 
2+ v7 
Afgerond op drie decimalen: xı = —0,646 en x) = 4,646. 


Merk op dat de x-coördinaat van de top precies tussen de twee snijpunten ligt: 


X + %9 
Xtop TE Est 





De grafiek kan nu getekend worden. 


De grafiek van een kwadratische functie plotten met Maple is eenvoudig. De even- 
tuele snijpunten met de x-as vinden we met het solve-commando. Kwadraatafs- 
plitsen kan Maple ook, maar dan moeten we eerst de bibliotheek Student openen. 
Het commando completesquare kan daarna gebruikt worden. Met factor kun- 
nen we ontbinden (als ontbinding in factoren mogelijk is). Met het plot-commando 
wordt alles gecontroleerd. 


67 





Figuur 2.6 
2x? -8x —6 
Een voorbeeld: 
> Digits:=4; 
Digits := 4 
> with (student): 
> completesquare (0,3* xx 2-4 x-3; xX): 
0.5(x — 2.000)? — 5.000 
> Tactor(S) ? 
0.5(x + 1.162)(x — 5.162) 
Let wel: door met getallen te werken met maximaal 4 cijfers wordt er afgerond. 
> DLOr (0.982-22 KIK. Op YE In ds SCALING: gonstrained) 
Figuur 2.7 
== f(x) = 
05x" -2x -3 








> factor (0 :5* xx 2=2tR 3) s 
0.5(x + 1.162)(x — 5.162) 


We weten nu dat we te maken hebben met een dalparabool. Het minimum wordt 
bereikt voor x = 2. 

De snijpunten met de x-as kunnen we vinden door te kijken naar de ontbinding 
(factor, waaruit volgt x = —1,162 of x = 5,162), of met het solve-commando: 


> solve (0.5*x^2-2*x-3,x)/ 
5.162, — 1.162 











Figuur 2.8 
y = f(x) = 
0,5x? — 2x —3 
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Wortelfuncties 

We besluiten deze paragraaf met enkele opmerkingen over wortelfuncties. Wortel- 
functies zijn voorbeelden van oneigenlijke machtsfuncties. Er geldt immers yx = 
x? voor x > 0. Er bestaat een relatie tussen wortelfuncties en kwadratische functies. 
In paragraaf 2.8 gaan we hier dieper op in. We volstaan hier met de opmerking dat 
de grafiek van functies van het type y = f(x) = vax + b (met a en b constanten) de 
vorm heeft van een halve parabool. De meest eenvoudige wortelfunctie is 
y = f(x) = vx. Deze functie heeft als domein Df = [O,oo) (wortels van negatieve 
reële getallen bestaan niet) en als bereik Bf = [0,oo). Wortels zijn per definitie posi- 
tief (of 0, want VO = 0). 


4 € B 10 12 14 46 

X —— 
De grafiek van y = f(x) = yx zien we in figuur 2.8. Voor 0 < x < 1 stijgt de functie 
sneller dan voor x > 1. Merk op dat de wortel van een getal tussen 0 en 1 altijd een 
groter getal oplevert en de wortel van een getal dat groter is dan 1 een kleiner getal 


l lad 
oplevert (controleer bijvoorbeeld met: Te =F 5 gen ERA 


We zullen later zien dat de grafiek van y = f(x) = yx dezelfde vorm heeft als de 
rechterhelft van de grafiek van y = f(x) = xê. 

Voor het tekenen van wortelfuncties gebruiken we meestal de GR of programma’s 
als Maple. 


We plotten de functies y = f(x) = V4 — x en y = g(x) = V3x-—8 


> f :=x->sqrt (4-x); 

f:=x—> v4-x 
SGR PBE (3*8)? 

ade ds 


> plot ({f (x), g(x) },x=-2..5, scaling=constrained, color=black}); 
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Figuur 2.9 

X 
Ga na welke grafiek van f is en welke van g. Wortelvergelijkingen, maar vooral 
wortelongelijkheden lossen we bijna altijd grafisch op: 
> solvelf(x)=g(x),X) z7 

3 
> BOLVELE (lS (RI MK) f (8 

RealRange{ — „Open(3)) 

D 
De grafieken snijden elkaar bij x = 3; de oplossing van de ongelijkheid f(x) > g(x) 
is blijkbaar: 5 < x < 3. Controleer dit zelf. 
Opgaven bij 2.2 
Teken de grafiek van f, bepaal de snijpunten met de horizontale en verticale as in 
het geval dat: i 3 
a == 21 C hd Bediha 
b p=f(r)=-2r+3 d m= f(n) = n/2-1 
Splits een kwadraat af van de volgende kwadratische vormen: 
a xt —2x+5 c 2x° —6x-9 

l 
b x? +4x+15 d ze -3x+5 
Teken de grafiek van f, bepaal (indien aanwezig) de snijpunten met de horizontale 
en verticale as en de ‘top’ in het geval dat: i 
a y= f(x)=x +2x-3 C m=f(k)=3k+k-1 
b s=f(t)=-t+4t-—6 d ġ= f(p) = -2# -p-1 
Gegeven de functie y = f(x) = —-x* + 2x + 3 en de functie y = g(x) = 2x — 6 
Teken de grafieken van f en g in één figuur en bepaal de snijpunten. 
== 358 Gegeven de functie y = f(x) = x? + x + 4 en de functie y = g(x) = 2x + b. 


a Voor welke waarde van b raakt de grafiek van g aan de grafiek van f (Aanwijzing: 
wanneer twee grafieken elkaar raken hebben ze op deze plaats één snijpunt)? 
Teken de grafieken van f en g in één figuur voor de gevonden waarde van b. 
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b Voor welke waarden van b hebben de grafieken van f en g twee snijpunten ? 
c Voor welke waarden van b hebben de grafieken van f en g geen snijpunten? 


6 Gegeven de functie y = f(x) = x? — 4x — 32. 
a Analyseer de functie. Bepaal hiertoe de top, de snijpunten met de beide assen, 
splits kwadraat af en plot de grafiek. | 
b Bepaal de snijpunten van de grafiek van y = f(x) met de lijn y = 2x + 5. Plot de 
lijn in dezelfde figuur als de grafiek van y = f(x). 
c Los de ongelijkheid f(x) < 2x + 5 op. 


Gegeven de parabool met de vergelijking y = x? — 2x + 3. 

a Druk x in y uit. Schrijf x als functie g van y (met het commando unapply) 

b Plot de functie y = g(x) in dezelfde figuur als de grafiek van y = f(x). Beschrijf 
het verband tussen beide grafieken. 





Voor welke waarden van p heeft de grafiek van de functie y = f(x) = px? + 3px + 1 
geen, één resp. twee snijpunten met de x-as? 


De functies y = f(x) = x? — 6x + p + 3 en y = g(x) = 4x? — (p — 8)x +7 hebben 
dezelfde minimale waarde. Bereken p en de minimale waarde. 


Los met behulp van een grafiek x op uit de ongelijkheid x — 5 < Vx +7. 


Gegeven de kwadratische functie y = f(x) = 2x? — 2x — 12. 

a Bepaal de y-coördinaat vanhet snijpunt van de grafiek van f(x) met de y-as. 

b Voor welke andere waarde van x (dus x # 0) heeft de y-coördinaat van het 
bijbehorende punt op de grafiek van f(x) dezelfde waarde als de in a gevonden 
waarde? 

c Beredeneer hoe met behulp van de in b gevonden waarde van x de top van de 
grafiek van f(x) kan worden berekend en bepaal de top. 

d Teken de grafiek van f(x). 





KER Bepaal de top van de parabool behorend bij de functie y = f(x) = 2x? + 4x — 16 
door een kwadraat af te splitsen. 


2.3 Rationale of quotiëntfuncties 


Het quotiënt van twee veeltermen heet een rationale functie. 
Voorbeelden van een rationale functie zijn: 
Er + 


9 hie 
e y=f(x) = TI. (quotiënt van twee eerstegraads veeltermen) 





6 m) 
e verk) = E TT (quotiënt van een nuldegraads veelterm (= constante) 
en een tweedegraads veelterm) 
3x5 —1 " 
s p= fli = DEET (quotiënt van een derdegraads veelterm en een vier- 


degraads veelterm) 
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De algemene vorm van een rationale functie is: 


dn ddr ae Ed ee HK + de 
bmx” + bit + … + bjx + bo 








r£ = 


waarbij n > 0 en geheel, m > 0 en geheel, terwijl an # 0 en bm # 0 


Opdracht 
Bepaal n en m en de bijbehorende coëfficiënten a; (i = 0,...,n) en 
b; (i = 0,. ..m) in de drie hierboven gegeven voorbeelden. 


We zullen enkele eenvoudige gevallen van een rationale functie behandelen. 


De functie y = f(x) = = 


l l; ; . 
De functie y = f(x) = z Í$ zowel te beschouwen als een rationale functie (met 


n= 0. an = 0; bm = len m = 1) als een oneigenlijke machtsfunctie y = f(x) = 
x7}. Voor x = 0 is deze functie niet gedefinieerd, voor alle overige waarden van x 
wel. De functie is dalend, wat uit de volgende tabel blijkt: 


Tabel 2.2 


In de grafiek (zie figuur 2.10) kunnen we zien dat het gedrag in de buurt van x = 0 
bijzonder is. Aan de linkerkant van de y-as daalt de grafiek in de omgeving van x = 0 
zeer steil, terwijl dat aan de rechterkant precies zo is. Dit gedrag noemen we asymp- 
totisch en het heeft te maken met het limietbegrip, dat we in hoofdstuk 4 zullen 
tegenkomen. De y-as (met vergelijking x = 0) noemen we in dit geval een verticale 
asymptoot. 






We zien aan de grafiek van y = f(x) = = dat ook de x-as asymptotisch genaderd 


wordt naarmate x toeneemt (aan de positieve kant van de x-as) of afneemt (aan de 
negatieve kant van de x-as). De x-as (met vergelijking y = 0) noemen we in dit geval 
dan ook een horizontale asymptoot. 


We zien ook dat de grafiek symmetrie-eigenschappen heeft. Bij spiegeling in de 
oorsprong ontstaat dezelfde grafiek. We noemen dit verschijnsel puntsymmetrie. 


l 
De verklaring hiervan is als volgt: Voor een willekeurige x-waarde a geldt f(a) = z 


en f(—a) = = = — A Er geldt dus f(a) = —f(—a) voor een willekeurige a. In het 


; l ] 
xy-vlak liggen de punten (x T S >) en (x = —A, y = — >) puntsymmetrisch 


ten opzichte van de oorsprong. 
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Figuur 2.10 











ax + b 
D tie y = - 
e functie y = f(x) EN 
EES ee 
Van de rationale functies zullen we ook de functie y = f(x) = nn (hierin zijn a, 
b, cen d nog in te vullen constanten) bekijken. We doen dat aan de hand van een 


voorbeeld. 


Voorbeeld 11 We tekenen de grafiek van f(x) = 7 Se 


We zien dat f(x) niet gedefinieerd is voor x = 4 (delen door 0 is nooit toegestaan). 
Aangezien er verder geen waarden van x zijn, waarvoor de noemer 0 kan zijn is deze 
functie gedefinieerd voor x Æ 4. Er treedt wel een tekenwisseling op voor x = 4, want 
x — 4 wordt daar van positief negatief wanneer x toeneemt. 

Verder zien we dat de teller (en dus de hele functie) 0 is als 3x — 6 = 3(x — 2) = 0, dus 
voor x = 2. Ook voor x = 2 treedt een tekenwisseling op. 

De twee gevonden waarden waar teller en noemer van teken wisselen bepalen het 
tekenoverzicht van de hele functie: 
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Figuur 2.11 





Een tabel geeft aanvullende informatie: 


Tabel 2.3 
xX -1l 0 l 2 3 4 5 6 fi 8 
f(x) 1,8 1,5 l 0 -3 bestaat niet 9 6 5 4,5 


(*) 


Ook deze grafiek vertoont asymptotisch gedrag. De verticale asymptoot vinden we bij 

x = 4, de horizontale asymptoot bij y = 3. 

Het snijpunt van de asymptoten (4,3) is tevens het punt waarvoor de puntsymmetrie geldt. 
Zie de grafiek in figuur 2.11. i 

In feite is de grafiek afgeleid van de grafiek van de functie f(x) = = 

We zullen dit in paragraaf 2.10 aantonen. 


De grafiek van meer ingewikkelde rationale functies (bijvoorbeeld wanneer teller 
en/of noemer van hogere graad zijn dan 1) tekenen we meestal met behulp van een 


GR. 
Voor die waarden van x, waarvoor de noemer 0 is (en de teller niet!) vinden we een 
verticale asymptoot. Voor die waarden van x waarvoor de teller 0 is (en de noemer 


niet!) vinden we snijpunten met de x-as. 


Opgaven bij 2.3 


Teken de grafiek van de volgende functies: 








2x-3 2—X 
En ds = Bit lee 
3 x-3 








b y=f&) =- a yen aA 
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Figuur 2.12 
Grafieken van expo- 


nentiële functies 





Functies 


x(x + 1)(x — 4) 
(x —2)(x —3) 


Plot met een GR de grafiek van y = f(x) = in een zelf gekozen 


venster. 


Waar bevinden zich verticale asymptoten? Waar snijdt de grafiek de x-as? 


Exponentiële functies 
De functie y = f(x) = a*, waarbij a positief en a # 1, heet een exponentiële functie. 


= Opmerkingen 

~ æ Hoewel in een exponentiële functie een oneigenlijke macht voorkomt, 
| is het geen oneigenlijke machtsfunctie. We wijzen uitdrukkelijk op het 
| feit dat bij de machtsfuncties het grondtal variabel en de macht con- 
í stant is terwijl bij een exponentiële functie het grondtal juist constant 
i is en de macht (de exponent) variabel. 

e Een negatief grondtal is niet toegestaan; zie hierover de opmerking in 

hoofdstuk 1. 


Taes EE EE nn 


Y| f(x)=a* met a>1 glx)=a* met0<a<1 Y 





Voor het domein van een exponentiële functie y = f(x) = a” geldt: Df = R. 

In figuur 2.12 zijn de grafieken getekend van y = f(x) = a* met a > 1 en y= 
g(x) = a* met 0 < a < 1. We zien dat voor het bereik van f(x) en g(x) geldt: 
Br = Bg = (0,oo). De x-as is een horizontale asymptoot omdat de functie asympto- 
tisch tot deze as nadert. 

Uit figuur 2.12 zien we eveneens het volgende: 

Als a > 1 dan is y = f(x) = a* een stijgende functie. 

Als 0 < a < 1 dan is y = f(x) = a* een dalende functie. 


X 
De grafieken van fi (x) = a* en f(x) = (5) zijn elkaars gespiegelde ten opzichte 
X 
van de y-as. Immers: f‚(x) = (z) - (a-1)"= a * = fi (—x) voor elke x. 


Opdracht 
Ga deze eigenschap zelf grafisch na door in één figuur de grafieken van 


f Kn 
ALL == 3 et Blk) — (5) te schetsen. 


E3 | 


EE DE d 
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De belangrijkste exponentiële functie is f(x) = e*. Zoals gezegd in hoofdstuk 1 is 
grondtal e een getal dat in de buurt ligt van 2,72 (e = 2,71828...). Op de definitie van e 
komen we terug in hoofdstuk 4. 

Exponentiële functies komen we vooral tegen bij groei- en krimpprocessen. De 
groei- of krimpfactor is in dat geval afhankelijk van het grondtal van de functie. 


Ges, GEAG 
Als na elke dag de hoeveelheid bacteriën in een kweekje 1 7 keer zo groot wordt geldt 


t 
B(t) = Bo: (3) ‚waarbij Bọ het aantal bacteriën is op tijdstip t = 0 en t in dagen is 


uitgedrukt (groeifactor a 
Drukken we t in uren uit, dan is 


TOO 


De groeifactor is nu 1,0170379. 


t 
) = B(1,0170379)‘ 


Voor het oplossen van exponentiële vergelijkingen en ongelijkheden geven we nog 
enkele gereedschappen. 


Rekenregels 

aP = al & p = q voor alle (toegestane) waarden van a (2.7) 
aP > al & p < qvoor0 < a < 1 (het ongelijkheidsteken klapt om!) (2.8) 
aP > al & p > q voora > 1 (2.9) 


ON EED AV. 


He va ASA 
(3) > rj ze (3) per (3) = xX < 2 (het ongelijkheidsteken klapt om!). 


Opdracht 

Teken de grafiek van y = f(x) = 2" en y= g(x) = Ek en maak met 
behulp van deze grafieken de oplossingen van de ongelijkheden van 
voorbeeld 13 aanschouwelijk. 


De regels (2.8) en (2.9) volgen uit het feit dat f(x) = a* een dalende, respectievelijk 
stijgende functie is. 


Opdracht 
Los op: EN > 4 (schrijf 4 eerst als een macht van 4). Controleer de oplos- 
sing met behulp van een grafiek. 


Opmerking 

In het algemeen lossen we de vergelijking a* = b (a en b bekend) op met 
behulp van logaritmen. Ook voor het oplossen van ongelijkheden zoals 
a* < bof a* > b lossen we meestal eerst de vergelijking a* = b op. En 
daarna passen we de regels (2.8) of (2.9) toe. 








Functies 


Voorbeeld: 2* < 10. We lossen eerst op: 
log 10 
log 2 





2% = 10 = x = log 10 = = 3,3219, dus 





2% < 233219 > x% < 3,3219 


Het plotten van de grafiek van een exponentiële functie met Maple gaat eenvoudig. 
We weten dat een exponentiële functie daalt of stijgt, afhankelijk van het grondtal. 


> Erk? 
enim (Dea) xi 
> plot ({f (x),g(x) },x=-5..5, scaling=constrained) ; 


Figuur 2.13 


4-20 24 


Opdracht 
Ga na welke van de twee geplotte grafieken (figuur 2.13) van f is en welke 
van g en verklaar de symmetrie t.o.v. de y-as. 


| 





Opgaven bij 2.4 


At Teken, indien mogelijk, de grafiek van de volgende functies 


a y=fa)=2 c y=fœ@)= (5) 
b y= f(x)=2* d y= f(x) = (-2)" 


ER Los de volgende ongelijkheden op: 


11 


E: „ pe i 
Gegeven is de functie f(t) = a -2 b, waarbij a en b positieve constanten zijn. 


Teken de grafiek van f(t) voor t > 0 


eb, 


b Voor welke waarde van t geldt f(t) = 4 a? 


c Voor welke waarden van t geldt f(t) > 4 a? 


d Voor welke waarde van t geldt f(t) < ta? 


88 Het aantal insecten van een zekere populatie neemt toe volgens de volgende 
21000 
formule (waarbij t in dagen is uitgedrukt, t > 0): N(t) = ———————— 
a Bepaal het aantal insecten aan het eind van elke dag in de eerste en tweede week. 
b Wanneer zijn er 15000 insecten? 
c Wat is het maximale aantal insecten? 
d Teken de grafiek van N(t). 
= gs3 Los met behulp van een grafiek x op uit: 2% < 1x + 2 


Op 1 januari 2005 staat er 1000 euro op een spaarrekening. Het rentepercentage is 

vast: 3% per jaar. Aan het eind van elk jaar wordt de rente bijgeschreven op dezelfde 

rekening, waardoor het volgende jaar rente op rente berekend wordt, enzovoort. 

a Met welke functie kun je het saldo aan het eind van een willekeurig jaar bere- 
kenen? 
Wat is het saldo op 31 december 20142 

c Wanneer overschrijdt het saldo voor het eerst de 2000 euro? 

d Wanneer de rente aan het eind van elke maand wordt bijgeschreven (maar de 
jaarrente verandert niet), wat is dan de functie waarmee het saldo aan het eind 
van een willekeurige maand berekend kan worden? 


Logaritmische functies 


Voor het rekenen met logaritmen en de analyse van logaritmische functies geven we 
eerst een aantal gereedschappen (definities, afspraken en rekenregels), met illustra- 
tieve voorbeelden. 


Definitie van de logaritmische functie 
y = f(x) =€ log x is de functie waarvoor geldt 


logt sn (2.10) 
waarbij x en g (het grondtal van de logaritme) beide positief zijn en g # 1. 


Uit de definitie volgt direct 
g°logr — ven £ log g* = x (2.11) 
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Afspraken 

1 Als g = 10 schrijven we log x in plaats van !Plog x; log x heet de gewone loga- 
ritme van x. 

2 Als g = e schrijven we In x in plaats van ® log x; In x heet de natuurlijke loga- 
ritme van x. 


De grafiek van y = f(x) =& log x 
In figuur 2.14 zijn de grafieken getekend van y = f(x) =8 logx met g > 1, en 
y= hix] =E logxmet0 < g< i. 

Figuur 2.14 y y 


Grafieken van 





logaritmische functies 


hix)=9logxmet0<g<1 


f(x) =logx met g>1 





Voor y = f(x) = £ log x geldt Df = {x > 0} en B; = R. 

De grafiek van de functie y = f(x) = £ log x is stijgend als g > 1 en dalend als 
0 < g < 1. De y-as is de verticale asymptoot. 

De grafieken van zijn elkaars gespiegelde ten opzichte van de x-as. Immers: 


8 8 r 
h(x) = Z log x R.. N. —Slogx = -f (x) 


ge: 
T (>) logg 
8 


-Opdracht 
; Ga deze eigenschap grafisch na door de grafieken van 
| y= f(x) = logx en y = f(x) = 3 log x te tekenen. 


De belangrijkste logaritmische functie is die met grondtal e. Deze functie wordt 
geschreven als f(x) = In x. We spreken over de natuurlijke logaritmefunctie. Omdat 
e tussen 2 en 3 ligt, ligt de grafiek van y = f(x) = In x tussen die van 

y = f(x) = ? log x en y = f(x) = ’ log x. 

Tenslotte geven we nog enkele regels voor het oplossen van logaritmische ongelijk- 
heden en vergelijkingen. De geldigheid van deze regels is met behulp van de grafiek 
van f(x) = £ log x in te zien. Bij het oplossen van logaritmische vergelijkingen of 
logaritmische ongelijkheden moeten we er steeds op letten dat een logaritme alleen 
bestaat voor een positief argument. 
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Regels 

Voor a,b > 0 geldt: 

8 log a =S log b & a = b voor elke toegestane waarde van g (2.12) 
indien g > 1 geldt £ loga <é log b & a < b (maar wel: a > 0) (2.13) 
indien 0 < g < 1 geldt £ loga <€ log b & a > b (maar wel: b > 0) (2.14) 


ĉlog x < 5 = ĉlog x < ? log 2 => 0 < x < 32 (regel (2.13)) 
Slogx > -01 = Slogx >* log(3) ©! = X > 0,89596 (regel (2.13)) 


2 16 
het ongelijkheidsteken klapt om!). 


EN 1 1 
tlogx > 4 = Łlogx > Hoof) = tiog) = < x < qg (regel (2.14): 


Los op: 7 log(2x — 3) > 2. 
Oplossing: 


1 
2 log(2x — 3) > 2 


n ; i 1 
We schrijven het rechterlid eerst als een logaritme met grondtal 7 


1 1 [y a 1 
Z log(2x — 3) >7 log (3) —?2 log (3) 


Het grondtal is kleiner dan 1, zodat bij de herleiding het ongelijkheidsteken omklapt: 


1 1 13 1 
2x — 3 < — => 2x < 3— = —, dus x < hk maar ook moet gelden: 
4 4 4 8 
3 
INN B 
Hieruit vol En LK 13 
hel 8 


Let erop dat de logaritme in het linkerlid moet bestaan (dus 2x — 3 > 0)! 


Logaritmische functies en Maple 

We herinneren eraan dat Maple een notatie kent voor logaritmen met grondtal e en 
grondtal 10 (zie hoofdstuk 1). Willen we een logaritmische functie met een ander 
grondtal definiëren, dan moeten we in Maple overgaan op grondtal e of grondtal 10, 
òf gebruikmaken van de notatie log [g](x). 


Er bestaat een eenvoudige relatie tussen logaritmische functies en exponentiële 
functies, zoals we weten. In onderstaande plot zien we dat de grafiek van een 
logaritmische functie met een bepaald grondtal (hier 2) en de grafiek van een ex- 
ponentiële functie met hetzelfde grondtal elkaars gespiegelden zijn ten opzichte van 
de lijn y = x. In paragraaf 2.8 zullen we hiervoor een verklaring vinden. 











Figuur 2.15 


Figuur 2.16 


Logaritmische schaal 
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‘log x schrijven we eerst als 
> fr=X->log(x) /log (2) ; bet 
f =X > Tog) 
> g:=x—> (2) ^x; 
Erf 2* 


> plot ({f (0) 19 (X) žr i55, Y=-4..10,Scaling=constrained) ; 





Logaritmisch grafiekpapier 

Logaritmisch grafiekpapier is papier met één of twee logaritmische schalen. In fi- 
guur 2.16 is een logaritmische schaal getekend. 

Het getal 1 staat bij een logaritmische schaal in de oorsprong want log l = 


p 107 107 10°=1 10 10? 10° 
logp -2 -1 0 1 2 3 


log(109) = 0, het getal 10 staat bij een logaritmische schaal op de positieve as op 

een afstand 1 tot de oorsprong want log 10 = log(10!) = 1; het getal 0,01 staat bij 

een logaritmische schaal op de negatieve as op een afstand 2 tot de oorsprong want 

log 0,01 = log(10 *) = —2, enzovoort. 

In het algemeen: 

e een getal p, waarbij p > 1, staat bij een logaritmische schaal op de positieve as 
op een afstand log p tot de oorsprong 

e een getal p, met 0 < p < 1, staat bij een logaritmische schaal op de negatieve as 
op een afstand — log p tot de oorsprong. 


Er zijn twee soorten logaritmisch grafiekpapier: 
e enkellogaritmisch papier: één logaritmische schaal en één lineaire schaal; 
e dubbellogaritmisch papier: twee logaritmische schalen. 


Figuur 2.17 
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Nemen we bij enkellogaritmisch papier een logaritmische schaal op de y-as, dat wil 
zeggen: we zetten log f(x) uit, dan is de grafiek van een exponentiële functie van het 
type f(x) = a - b* een rechte lijn. 

Immers: log f(x) = log(a - b*) = log a +log(b*) = log a + xlog b zodat, met Y = 
log f(x), B = log b en A = loga: Y = A + Bx. 


We tekenen de grafiek van y = f(x) = 7 - 4“ in een assenstelsel met logaritmische 
schaal op de verticale as. 

Er geldt: log(f(x)) = log(7 - 4%) = log 7 + log(4*) = log 7 + x- log 4 

In een assenstelsel waarbij op de verticale as Y = log(f(x)) is afgezet, is de grafiek van 
Y = log 7 + x - log 4 een rechte lijn met de richtingscoëfficiënt log 4. Het snijpunt met 
de Y-as is het punt (0, log 7). Dit punt ligt op de logaritmische schaal op een afstand log 7 
van de oorsprong. In het oorspronkelijke xy-assenstelse! correspondeert dit punt met het 
punt (0,7). 

In figuur 2.17 is de grafiek van y = f(x) = 7 - 4” op enkellogaritmisch (alleen de ver- 
ticale as heeft een logaritmische schaal) papier getekend. Op de verticale as corres- 
ponderen de logaritmische Y-waarden 0, 1, 2, 3, . .. met de oorspronkelijke y-waarden 
10% 1010, 10 10 

















Op dubbellogaritmisch papier is de grafiek van een machtsfunctie van het type y = 
f(x) = a - x? een rechte lijn. 


We tekenen de grafiek van y = f(x) = 5x? in een assenstelsel met een logaritmische 
schaalverdeling op zowel op de horizontale as als op de verticale as. Er geldt 


log(f(x)) = log (ax) 


= log 5 + log (2) 
= jog 5 +2-log x 


In een assenstelsel waarin X = log x is afgezet op de horizontale as en Y = log(f(x)) 
op de verticale as is dit een rechte lijn met richtingscoëfficiënt 2 en met (1, log 5) als 

snijpunt met de verticale as. De Y-coördinaat van dit punt ligt op de logaritmische schaal 
op een afstand log 5 van de oorsprong, terwijl de X-coördinaat van dit snijpunt op een 
afstand log 1 (= 0) van de oorsprong ligt. In figuur 2.18 is de grafiek van y = f(x) = 5x 
op dubbellogaritmisch papier getekend. Op de verticale as corresponderen de logarit- 
mische Y-waarden 0, 1, 2, 3, . . .. met de oorspronkelijke y-waarden 100, 101, 102, 108,. . 


2 











Figuur 2.18 


Voorbeeld 18 
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En op de horizontale as corresponderen de logaritmische X-waarden 0, 0,5, 1, 1,5, … 
met de oorspronkelijke x-waarden 10, 1002, 101, 1012, a 














10° | | 
100 100-5 10! 101-5 


Logaritmisch papier wordt bijvoorbeeld gebruikt om bij experimenten te ontdekken 
of het verband tussen twee variabelen te beschrijven is met een exponentiële, een 
logaritmische of een machtsfunctie met hoge positieve of lage negatieve exponent. 
Juist bij sterk stijgende of sterk dalende functies kan het zin hebben om met een 
logaritmische schaalverdeling te werken. 


In onderstaande tabel zijn de meetuitkomsten van een experiment gegeven. 


Tabel 2.4 
pa E en E 


We onderzoeken of het verband tussen x en y te beschrijven is met een exponentiële, 
een logaritmische of een machtsfunctie. 

In figuur 2.19 zijn deze meetuitkomsten op enkellogaritmisch papier tegen elkaar uitgezet. 
De grafiek is bij benadering een rechte lijn; we veronderstellen daarom het volgende 
exponentiële verband tussen x en y: y = a: b*. We gaan nu a en b bepalen. Uit 

y = a- b* volgt log y = log a + x - log b 

Voor het bepalen van a en b hebben we twee punten van de grafiek nodig, bijvoorbeeld 
de punten met x-coördinaat 5 en 7. Bij x = 5 hoor y = 2,7 en bij x = 7 hoort y = 5,3. 
Op de y-as met een logaritmische schaalverdeling liggen de bijbehorende punten op een 
afstand log(2,7) (boven x = 5) respectievelijk log(5,3) (boven x = 7) van de x-as ver- 
wijderd. 

Invullen van deze punten in de vergelijking log y = log a + x - log b levert het stelsel: 


log a + 5log b = log(2,7) 
log a + 7 log b = log(5,3) 


Hieruit volgt door eliminatie van log a (trek beide vergelijkingen van elkaar af): 

2 - log b = log(5,3) — log(2,7) = 0,2929 dus log b = 0,1465, zodat b ~ 1,4011 

Uit de eerste vergelijking volgt dan: log a = log(2,7) — 5 - log(1,4011) = —0,3009, zodat 
a ~ 10703003 ~ 0,5001 

Uiteindelijk vinden we y = (0,5001) - (1,4011)* E 
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Figuur 2.19 














Opmerking 
We kunnen dit soort problemen ook aanpakken met behulp van regres- 
sie-analyse. Dit valt echter buiten het kader van dit boek. 


Opgaven bij 2.5 


Teken de grafieken van de volgende functies in één figuur. 


] 
a y=°logx c y= ?2logx 
b y= logx d y=lnx 


Teken met een enkelzijdige logaritmische schaalverdeling (op de verticale as) de 
grafiek van 

a y=2% c y= 10 

b y=3: 22% d y= e 2 


Los (indien mogelijk) de volgende vergelijkingen op: 
a logx = log(2x — 6) c log(x?) =3-logx — 0,1 
b “logx = “log(2x +6) d log(x*) = log(x — 0,1) 


Los de volgende ongelijkheden op: 
a “logx <8 6 “lege -= 2) > “log(d =z) 
b “log(x +4) <3 d “log(3x -Tj £ —1 


Los de volgende ongelijkheden op: 


] ] 1 1 
a 2logx<  2log(8 —x) c 10 log(2x°) < T log(x — 6) 


l 1 1 
b ?log(2x—1) > 2log(4 —x) d 2logx<“log(x-—4) 
(Tip: ga over op hetzelfde grondtal, 
zie formule (1.30)) 


Teken met een dubbelzijdige logaritmische schaalverdeling de grafiek van 
apt c y= vx 


b y= d y= VA 
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Los met behulp van een grafiek x op uit: (log x)? — 7 log x + 6 > 0 


2.6 Grafieken verschuiven en vermenigvuldigen 


Met de tot dusver aangeleerde kennis over standaardfuncties zullen we ons in deze 
en de volgende paragraaf bezighouden met het uitbreiden van deze kennis. In deze 
paragraaf zullen we zien hoe standaardfuncties uitgebreid kunnen worden, in de 
volgende paragraaf zullen standaardfuncties met elkaar gecombineerd worden. 
Wanneer we de grafiek van een standaardfunctie y = f(x) kennen, kunnen we met 
verschuivingen (translaties) en/of vermenigvuldigingen (oprekken, inkrimpen) de 
grafiek van y = f(x) + c, y = f(x + c), y = c - f(x) of y = f(cx) (cis een constante 
daaruit afleiden. | 


Horizontale en verticale verschuivingen 


Voorbeeld 19 We tekenen de grafiek van y = f(x) = x? + 1 door bij alle y-coördinaten van de punten 


op de grafiek van y = x? een bedrag van 1 eenheid op te tellen. De grafiek 

van y = h(x) = x? wordt daarbij met 4 eenheden in positieve verticale richting (dus 
naar boven) verschoven (zie figuur 2.20, de onderste grafiek is van y = xê, de bovenste 
grafiek is van y = x? + 1, de ingetekende lijnstukken hebben dezelfde lengte (1). = 


Figuur 2.20 5 f(x) ie ie Î 
Verticale verschuiving 


4 f(X) =x 


- 
-1 0 1 2 


X 


In zijn algemeenheid kunnen we stellen: 


De grafiek van y = f(x) + c wordt verkregen uit de grafiek van y = f(x) door alle 
punten op de grafiek met een afstand van c eenheden in verticale richting te ver- 
schuiven (naar boven als c > 0, naar beneden als c < 0). 


Voorbeeld 20 We tekenen de grafiek van y = f(x) = /(X — 2) uitgaande van de grafiek van 


y = f(x) = vx. Bedenk dat voor een willekeurige x-coördinaat x = p de bij f(x) 
horende waarde gelijk is aan ‚/p (dus f(p) = „/p). Deze zelfde waarde log p bereikt 
f(x) voor x = p +2, want f(p +2) = Vp +2 — 2 = /p. Aangezien dit voor elke 





Figuur 2.21 
Horizontale 


verschuiving 


Figuur 2.22 
Uitrekken van de 


grafiek 
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willekeurige waarde van p geldt volgt hieruit dat de grafiek van y = f(x) precies 2 
eenheden naar rechts verschoven is ten opzichte van y = f(X). 

In figuur 2.21 wordt dit gedemonstreerd (de ingetekende lijnstukken hebben dezelfde 
lengte 2). De linker grafiek is van y = A(x) = yx, de rechter grafiek is van 


y = f(x) = Vx — 2. 





In zijn algemeenheid kunnen we formuleren: 
De grafiek van y = f(x + c) wordt verkregen uit de grafiek van y = f(x) door alle 


punten op de grafiek met een afstand van c eenheden horizontaal te verschuiven 
(naar links als c > 0, naar rechts als c < 0). 


Uitrekken en inkrimpen van grafieken 


We tekenen de grafiek van y = f(x) = 3 - log x uitgaande van de grafiek van 

y = (x) = log x. Het is niet moeilijk om te bedenken dat alle y-coördinaten van de 
punten op de grafiek van y = f(x) = 3: log x voor dezelfde waarde van x worden 
verkregen uit de y-coördinaten van de grafiek van y = f(x) = log x door ze met 3 te 
vermenigvuldigen. Daardoor wordt de grafiek van y = f(x) = log x opgerekt met een 
factor 3 (naar boven als y positief, naar beneden als y negatief is). We kunnen dit proces 
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as noemen. 

Het resultaat zien we in figuur 2.22. 
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We kunnen nu formuleren: 

De grafiek van y = c - f(x) wordt verkregen uit de grafiek van y = f(x) door, bij 
gelijkblijvende x-coördinaten, alle y-coördinaten van de punten op de grafiek met 
een factor c te vermenigvuldigen (oprekken als c > 1, inkrimpen als 0 < c < 1). 


Spiegeling van de grafiek ten opzichte van de x-as 
De grafiek van g(x) = —f(x) kan uit de grafiek van f(x) worden verkregen door van 


alle punten op de grafiek de y-coördinaten met —1 te vermenigvuldigen, dus door de 
grafiek van f(x) te spiegelen ten opzichte van de x-as. 


Dit is een bijzonder geval (c = —1) van de laatste formulering. 
| Opdracht 


Teken in één figuur de grafieken van f(x) = yx en g(x) = — vyx. 





Voorbeeld 22 


—— 


7 X 
We tekenen de grafiek van f(x) = (3) uitgaande van de grafiek van 


2 
y = f(x) = 5). 


3 > 2X 3 X 
Bedenk daartoe dat f(2x) = (3) H (3) = AX): 


1 


5 X 
Dit betekent dat de punten op de grafiek van f(x) = (3) verkregen kunnen worden 


uit de punten van de grafiek van f(x) = B door, bij gelijkblijvende y-coördinaat, de 
x-coördinaat met 2 te vennen. i 
De grafiek van y = f(x) = (3) : ontstaat dus uit de grafiek van y = A(x) = (3) 
door deze in horizontale richting op te rekken met een factor 2. Zowel op de positieve 
helft als op de negatieve helft van x-as komt de grafiek een factor 2 verder te liggen. We 


kunnen dit vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as noemen. Zie figuur 2.23 . Fa 


Figuur 2.23 
Inkrimpen/uitrekken 7 


van de grafiek 
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We kunnen formuleren: 

De grafiek van y = f (cx) wordt verkregen uit de grafiek van y = f(x) door, bij gelijk- 
blijvende y-coördinaten, alle x-coördinaten van de punten op de grafiek met een 
factor — te vermenigvuldigen (oprekken als c > 1, inkrimpen als 0 < c < 1) 
Spiegeling van de grafiek ten opzichte van de y-as 

De grafiek van g(x) = f(—x) kan uit de grafiek van f(x) worden verkregen door van 
alle punten op de grafiek de x-coördinaten met -1 te vermenigvuldigen, dus door de 
grafiek van f(x) te spiegelen ten opzichte van de y-as. Dit is een bijzonder geval 
(c = —1) van de laatste formulering. 


Opdracht 
Teken in één figuur de grafieken van f(x) = yx en g(x) = y—x. 
Hoe komt het dat g(x) ondanks het min-teken wel degelijk gedefinieerd is? 


We geven een voorbeeld waarin verschuivingen, vermenigvuldigingen en spiegelin- 
gen met elkaar gecombineerd worden. 


Gegeven is de functie y = f(x) = 3 - log(4 — 2x). Hoe ontstaat de grafiek van y = f(x) 
uit de grafiek van de standaardfunctie y = A(x) = log x? 


Oplossing: 

We schrijven eerst f(x) = 3 - log(4 — 2x) = 3- log(—2(x — 2)). 

Nu gaan we in een aantal stappen van A(x) = log x naar f(x) = 3 - log(—2(x — 2)), 
gebruikmakend van de regels die hiervoor zijn aangereikt. 

1€ stap: Van log x naar log(x — 2). Dit betekent een verschuiving naar rechts van 2 
eenheden. 

2° stap: Van log(x — 2) naar log(2(x — 2)). Dit betekent een inkrimping t.o.v. de y-as met 
factor 2. 

3° stap: Van log(2(x — 2)) naar log(—2(x — 2)). Dit betekent een spiegeling t.o.v. de 
y-as. 

4° stap: Van log(—2(x — 2)) naar f(x) = 3 - log(—2(x — 2)). Een oprekking met factor 3 
t.o.v. de x-as. 


Opdracht 
Voer de stappen 1 t/m 4 zelf uit op papier (alle stappen in één figuur) en 
controleer het resultaat met een GR. 


We besluiten met een praktijkvoorbeeld. 


Van een medicijn wordt op tijdstip t = 0 (t in uren) 10 mg toegediend. In 24 uur wordt de 
hoeveelheid door het lichaam tot de helft afgebroken. De volgende dag wordt op het- 
zelfde tijdstip (nu dus t = 24) opnieuw 10 mg van het medicijn toegediend. Bepaal de 
hoeveelheid die in het lichaam aanwezig is als functie van de tijd gedurende de eerste 48 
uur. 


Oplossing: 

Splits het probleem in deelproblemen: beschouw de in het lichaam aanwezige hoeveel- 
heid medicijn als gevolg van de aan het begin van de eerste dag toegediende hoeveel- 
heid. Noem deze f(t). Noem de aanwezige hoeveelheid medicijn als gevolg van de aan 





88 Functies 





het begin van de tweede dag toegediende hoeveelheid f,(t). De functie die de aanwe- 
zige hoeveelheid medicijn beschrijft, is te splitsen in twee functievoorschriften: 
f(t) = A(t) voor de eerste dag en f(t) = A(t) + f(t) voor de tweede dag. 


Welke formules kunnen we gebruiken? 
Het betreft hier een groeiproces met groeifactor 4 en beginwaarde 10. 
Voor de eerste 24 uur (0 < t < 24) geldt dan voor de in het lichaam aanwezige 


At 
24 
hoeveelheid medicijn: A(t) = 10 - (3) 


De aanwezige hoeveelheid medicijn gedurende de tweede dag wordt zowel bepaald 
door Á (t) (met24 < t < 48) als door de hoeveelheid f,(t) die wordt veroorzaakt door de 
hoeveelheid die aan het begin van de tweede dag is toegediend: 

f(t) = A(t) + h(t) voor 24 < t < 48 


De grafiek van f(t) heeft dezelfde vorm als die van f(t), alleen het domein is niet 
hetzelfde: 


Ds, = (24,48) 


De grafiek van f(t) is ten opzichte van de grafiek van f(t) over een afstand 24 naar 
rechts verschoven. Deze verschuiving kan in de formule van f(t) worden uitgedrukt door 
in de formule voor f(t) de t te vervangen door (t — 24). 


t—24 


h(t) = 10. 5) 


Conclusie: 


DE 
Voor 0 < t < 24is f(t) = 10. (3) 


; 1\ 4 24 
Voor 24 < t < 48 is f(t) = 10 - (3) +20 .- (3) 


24 
Controle: Voor t = 24 geldt f(24) = 30 - (3) — 15 mg. 


Dit klopt want van het in eerste instantie toegediende medicijn is nog de helft aanwezig 
(5 g). Op hetzelfde moment wordt 10 mg extra toegediend, zodat de totale aanwezige 
hoeveelheid 15 mg bedraagt. N 
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Het verschuiven en vermenigvuldigen van grafieken in Maple zal gedemonstreerd 
worden: 


SLE. DEE ZL 
f= x= 05x 
> f(x) ; 
0.5(x — 2)° 

> g:=unapply(s,x) ; 

pax iso- 
> n: -unapply ti (x) ZK) $ 

h:=x—05x° =2 
> plot ({f(x),g(x),h(x)},x=-5..5,y=-2..5, scaling=constrained); 


Figuur 2.24 5 


> j:=unapply (f (2*x);, x); 
j= x > 20x 
> k:=unapply(2*f(x),x) ; 
k= xs LO 
> plot ({f (x) +J (x) z k(x} },x=-5..5,y=-1..5,scaling=constrained) ; 


Figuur 2.25 5 k(x) 
jx) fx) 

4 

3 

2 

1 

U 

A -2 t 2 4 

=l X 


Ga zorgvuldig na hoe deze verschuivingen en vermenigvuldigingen tot stand zijn 
gekomen. 











2.1 


Functies 





Opgaven bij 2.6 


Geef in onderstaande opgaven a t/m d aan hoe de grafiek van f ontstaat uit die 

vang: 

a y= fi) Seny= gi) = 2 

b `y = f(x) = x? — 4x — 9 en y = g(x) = x? (aanwijzing: splits eerst een kwadraat 
af bij f(x) 

c y= f(x) = log(2 — x) en y = g(x) = log x 

d y= f(x) = -2-4 eny = g(x) = 4" 


Teken de grafiek van y = f(x) = log x 
a Teken in dezelfde figuur de grafiek van y = g(x) = log(x — 2) 
b Teken in dezelfde figuur de grafiek van y = h(x) = log(3x — 6) 
c Beschrijf hoe de grafieken van f(x), g(x) en h(x) met elkaar samenhangen. 
, , xt +2x voor „ERS 
Gegeven is de functie y = f(x) = n 
-x^ +2x voor 0<x<2 
a Teken de grafiek van y = f(x) 
b Teken met behulp van de grafiek van y = f(x) grafiek van y = f(—x), 


y= Af, y= fik -1) en y= f2) 


Op tijdstip t = 0 (t in seconden) wordt een spanningsbron met u(t) = 20 - 3 { (in 
volt) op een netwerk aangesloten. Precies 1 seconde later wordt een extra spanning- 
bron met dezelfde karakteristiek op het netwerk ingeschakeld. 

a Bepaal de spanning als functie van t. 

b Schets de grafiek van de spanningsfunctie. 

c Voor welke waarde van t komt de spanning voor het eerst onder 5 V? 


Gegeven y = f(x) = v4 — x. Bepaal welke functie uit y = f(x) verkregen wordt 
door de grafiek van y = f(x) 

a 3 naar boven te verschuiven. 

b 2 naar links te verschuiven. 

c Eerst 3 naar boven en vervolgens 2 naar links te verschûúiven. 

d Eerst 2 naar links en vervolgens 3 naar boven te verschuiven. 


Samengestelde functies 


Het begrip samengestelde functie (ook wel kettingfunctie genoemd) gaan we na aan 
de hand van een voorbeeld. Van de functie y = f(x) = (x? + 1)? berekenen we f(2) 
als volgt: 


f(2) = (2 + 1) =5° = 125 


Deze berekening bestaat uit twee stappen: we berekenen eerst g(2) = 2° +1 = 5, 
met u = g(x) = x? + 1 en vervolgens h(5) = 5° = 125 waarbij y = h(u) = u’. Eerst 
wordt het functievoorschrift van g (kwadrateren en vervelgens 1 optellen) toege- 
past, daarna wordt op het resultaat van g het functievoorschrift van h toegepast (tot 
de derde macht verheffen). 

Schrijven we u = g(x) = x? + 1 en y = h(u) = u’, dan kan de functie 





Figuur 2.26 


amengestelde functie 


91 


y= f(x) = (x2 +1)” als volgt worden samengesteld: y = f(x) = h(g(x)), waarbij 
y = h(u) = uw en u = g(x) = x? +1. 

We noemen y = f(x) = h(g(x)) een samengestelde functie van g en h; de samen- 
stelling is geïllustreerd in figuur 2.26. Het functievoorschrift f is verkregen door eerst 
g toe te passen, daarna, op het resultaat, h. We schrijven voor f ook wel: f = ho g. 


y = hlu) 
= h(g(x)) 
= f(x) 





De functie y = f(x) = g(h(x)) = (x) + = x + 1 is een heel andere 
functie dan de functie y = f(x) = h(g(x)). Met andere woorden: 


fogFgof. 


De functie y = f(X) = eVX kan geschreven worden als y = f(x) = h(g(x)), waarbij 
u = g(x) = yx en y = h(u) = e”. Het domein (alle waarden van x waarvoor de 
functie is gedefinieerd) van f is D; = [0,20), het bereik (alle waarden die y kan aan- 
nemen) is B; = [l,oo) 

De functie y = f(x) = VeX kan geschreven worden als y = f(x) = g(h(x)), waarbij 


u= hae e ny gl) == VU: 


Opdracht 
Bepaal domein en bereik van y = f(x) = Ve“. 


Een functie kan ook meervoudig zijn samengesteld. 


Van de functie y = f(x) = /In(x + 1) geven we de samenstelling en bepalen het 
domein. 

Daartoe redeneren we stapsgewijs als volgt: eerst moet er 1 worden opgeteld bij x, van 
het resultaat moet de natuurlijke logaritme genomen worden, vervolgens moet van het 
tweede resultaat de wortel genomen worden. 

In formulevorm: 

Stel u = g(x) = x + 1 (de binnenste ofwel eerste functie) 

Stel vervolgens v = h(u) = Inu 

Stel tenslotte y = k(v) = /v (de buitenste, ofwel laatste functie) 

We kunnen nu schrijven: y = f(x) = k(h(g(x))) met u = g(x) =x +1, 

v=h(u =inuveny=k(v) = Vv. 

Voor een illustratie van deze samenstelling zie figuur 2.27. 

Het bepalen van het domein van de samengestelde f kan als volgt: Nu redeneren we van 
buiten naar binnen: Er moet gelden v > 0 (want een wortel kan alleen genomen worden 
van een getal > 0). 

Consequentie is dat Inu > 0, dus u > 1. 

Omdat u = x + 1 geldt er x + 1 > 1zodatx > 0. 

We vinden Ds = [0,00)} . 











Figuur 2.27 
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y=/V 


Opmerking 

De som, het verschil, het product en het quotiënt van twee functies is 
geen samengestelde functie van die twee functies, maar een rekenkundi- 
ge bewerking daarop (optellen, aftrekken, vermenigvuldigen respectieve- 
lijk delen). 

Standaardfuncties, of functies die onstaan door rekenkundige bewer- 
kingen op standaardfuncties toe te passen, worden ook wel enkelvoudige 
functies genoemd. Samengestelde functies worden uit enkelvoudige 
functies samengesteld. 


ed 


EE 
En 


ms 


Tie 


=S 


Ook in Maple kunnen functies worden samengesteld tot nieuwe functies. Om twee 
functies uit elkaar samen te stellen wordt in Maple het @-teken gebruikt. We zullen 
dit demonstreren. De pijltjesnotatie is nu noodzakelijk. 


> Erst (x); 
f =x> y7 

se GES LRE) à 

g := x > ln(x) 
> h:=x-> (füg) (x); 

h := x — fQg(x) 
>n)? 

In(x) 


k := x—>g@f(x) 
4 In(x) 


Merk op dat In(/x) = In (x 


vol 
Nau 
| 
dol 
p 
è< 
Nm 


Opgaven bij 2.7 
Geef aan hoe de volgende functies zijn samengesteld en bepaal het domein ervan: 
a y= f(x) = log} — x) c y= f(x) =log(Vx-5) 


b y=f(x) = %3] d y= f(x) = Blog(Vx - 4))” 
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Als y = f(x) en x = g(t) bepaal dan h(t) = f(g(t)) als: 
a f(x) =3x+2eng(t)= -t° —1 c f(x) = æ — xeng(t) = log( VP? = 1) 


b f(x) = log( vx? — 1) en d f(x) = *log(x +1) en g(t) = 10% — 1 
gi) =t -t 
Bepaal de samengestelde functies hı (x) = f(g(x)) en h2 (x) = g(f(x)) als: 


a f(x) =x- 1eng(x)=-x+3 c f(x) = log(x* + 2) en 


b f(x) =log(x + 2) en 
g(x) = 10° d f(x) = 10" en g(x) —lag x 


Bepaal de samengestelde functies f (g(h(x), g(h(f(x))) en h(g(f (x))) als: 


JLN == 5 ‚ glx) =logxen h(x) = Vx+1 


X 


Welke samengestelde functies kunnen gemaakt worden met y = f(x) = xê, y = 
g(x) = log x en y = h(x) = 2”? Bereken al deze samengestelde functies voor x = 1 
en voorx = 2. Welke functies zijn identiek? 


Iemand blaast een zuiver bolvormige ballon op. Voor de straal r(in cm) van deze 
ballon als functie van de tijd t geldt: r(t) = 1 + t — 1. Bepaal de oppervlakte 
(4rr°) en de inhoud E mr) van de ballon als functie van de tijd. 

Inverse functies 


Wanneer y = f(x) zeggen we ook wel dat y expliciet uitgedrukt is in x. Vaak kunnen 
we, uitgaande van de schrijfwijze y = f(x), x ook uitdrukken in y. Door de schrijf- 
wijze y = f(x) als vergelijking op te vatten, kunnen we in dat geval proberen om de 
vergelijking zodanig te herschrijven, dat x in y is uitgedrukt. 


Gegeven y = f(x) = 3x + 7. Druk x uit in y. We schrijven dan: 








a pi a A 7 
Vn E N ME aa a a 3 alt 3 
2X — ne de 
Gegeven y = f(x) = EN ; druk x uit in y. We schrijven dan: 
BS erde, 
ER 











Voorbeeld 28 
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» Gegeven y = f(x) = VX + 2. Druk x uit in y. We schrijven dan 


y=vVx+2> y =x+2>x=y -2 


» Gegeven y = f(x) = 2X+1; druk x uit in y. We schrijven dan 


y= XH > ogy =x+1>»x=?lgy—1 


Stel nu dat het mogelijk is om, inderdaad, uitgaande van y = f(x), de x in y uit te 
drukken, dus bijvoorbeeld als x = g(y). Het functievoorschrift g heet het inverse 
functievoorschrift van f. Wanneer we in de schrijfwijze x = g(y) de x en de y nu 
met elkaar verwisselen ontstaat de inverse functie y = g(x) van de oorspronkelijke 
tuncüe y= f Li). 

Merk op dat de samengestelde functievoorschriften f o g en g o f elkaar opheffen, 
met andere woorden: (f o g)(x) = (g o f)(x) = x. We laten dit met aan de hand van 
twee van de voorbeelden uit voorbeeld 27 zien: 

> y= fix) =3x+1=x=gy)=3Y 
(fo g)\(x) = 34x —- 4) +7 = xen (go f)(x) = 4 (8x +7) -4 =x. 


> Ee a ye 
fog = 20e ZO an 
(gof)(x) = log( Z) -taxti-lex E 


Opdracht 
Laat zelf zien dat (f o g)(x) = (g o f)(x) in de andere twee voorbeelden 
bij voorbeeld 27 . 
: Opmerking 
= Voor (f o g)\(x) mag natuurlijk ook geschreven worden f(g(x)). In som- 
mige boeken wordt voor g geschreven: g = f~t}, niet te verwarren met 
i l 


| En 9 
1 O =7 


De grafiek van de inverse functie y = g(x) van een functie y = f(x) krijgen we door 
de grafiek van y = f(x) te spiegelen ten opzichte van de lijn y = x. Dit kunnen we 
als volgt inzien: 

Stel y = f(x) & x = g(y). Merk op dat de grafiek van x = g(y) dezelfde is als de 
grafiek van y = f(x). De inverse functie krijgen we door in x = g(y) de x-coördinaat 
en de y-coördinaat te verwisselen: y = g(x). Elk punt (x,y) op de oorspronkelijke 
grafiek van y = f(x) is dus overgegaan in het punt (y,x) op de grafiek van de inverse 
functiey = g(x). Het verwisselen van x- en y-coördinaat komt neer op spiegelen 
t.o.v. de lijn y = x. In onderstaande figuur wordt dat duidelijk gemaakt. 





Figuur 2.28 


Figuur 2.29 








In formele zin heeft niet elke functie een inverse functie. Alleen (monotoon) stij- 
gende en (monotoon) dalende functies hebben namelijk een inverse functie. De 
onderstaande grafieken laten dit zien (bij elke waarde van x hoort één waarde 
van y). 








Opgaven bij 2.8 
Bepaal de inverse functie van: 


a y=f(x)=3x+10 c y=hlx=x-—1 


l 


En $ 
"FET d y= k(x) = log(x + 1) 





b y= g(x) = 


Bepaal de inverse functie van: 





3x— 1 
a y= fa) =3 e y= fa) = irr 
b y=f(x) =x +2x+2 d y=f(x) = VIER 


Teken de grafiek van de functie en de inverse functie van vraagstuk 2a, 2b, 2c en 2d 
steeds in één figuur. 











2.9 


Figuur 2.30 
De functie 
y = f(x) = |x| 


Figuur 2.31 
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Functies met absolute waarden 


De functie y = f(x) = |x| tekenen we door eerst de absolute waarden-strepen weg 
te werken: 


x als x > 0 
Vi = |= 0 als x = 0 
—x als x < 0 


Voor de grafiek van y = f(x) = |x|, zie figuur 2.30. Merk op dat de grafiek niet onder 
de x-as komt. 





Het spreekt vanzelf dat Maple het werken met absolute waarden en absolute waar- 
denfuncties een stuk makkelijker maakt. Zie het volgende voorbeeld. 


> Lias (2) 
f == KZ 
= Gi RA} 
Him KA EFS 
> plot ({f (x),g(x),3},x=-3..3,scaling=constrained) ; 
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> solve (f (x)=3; Xx); 


> solve (f (x)=g (x),x); 


—2 
2, —— 
3 


Opgaven bij 2.9 


Gegeven de functie y = f(x) = (x? + 5ļ|x| — 6)|. 

a Plot de grafiek van y = f(x) met Maple. 

b Schrijf de functie zonder absolute waardenstrepen en controleer de kenmer- 
kende eigenschappen van de geplotte grafiek met behulp van kwadraatafsplit- 
sing en de abc-formule. 

c Bepaal (met Maple) de snijpunten van de grafiek van y = f(x) en de grafiek van 


de functie y = g(x) = 2 — x? 


Teken de grafiek van de volgende functies: 


|x| 


a pii c y= f(x) = x- |x| 


b y= f(x) = x+ |x| 


Los de volgende ongelijkheden op met behulp van een grafiek: 











a Zx-al £7 6 fid € te Ii 
| l xl 
b |4x+1|> = d 
| 3 2 3—2x| — 
Herhalingsopgaven 


Gegeven de functie y = f(x) = r Bepaal f (0), f(—1), f(t), f (2a) en f(a + 1). 
Gegeven de functies y = f(a), a = g(b) en b = h(x). Bepaal y = f(g(h(x))) in het 
geval dat 

a f(a) = va, g(b) = 2? en h(x) = 2x +1 

b f(a) = &@ +1, g(b) = log ben h(x) = 2Vx 


Teken de grafiek van de functie y = f(x) = x? + ax + b wanneer 
a a=2enb=-3 

b a=-2enb=l 

e a=denúh=5 


i 5 
Teken de grafiek van de functies y = f(x) = — zr — 2x + g epe gix) = 


l Le me sà 
=T + 5 in één figuur. Bepaal de snijpunten. 
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5 Bepaal de inverse functie van y = f(x) = 3* — 1 en teken de grafieken van y = f(x 
en y = g(x) in één figuur. 


he, Teken de grafieken van y = f(u) = |u? — 2u — 8| en y = g(u) = u“ — |2u/ — 8 in 
één figuur. 


—2 10 
Teken de grafieken van y = f(x) = 2 


bepaal de snijpunten. 


en y = g(x) = 2x + 2 in één figuur en 


E Maak de vraagstukken 4 t/m 7 met Maple en controleer de resultaten. 





3x — 2 ; 
EN Gegeven de functie y = f(x) = = T De grafiek van deze functie wordt 3 omhoog 


verschoven en 2 naar rechts verplaatst. Hoe verandert het functievoorschrift? 


10 Los de volgende ongelijkheden op met behulp van Maple. Controleer de 
antwoorden met behulp van een plot. 
a 7x-— 10 < v3- 2x 
b “log(s — xj < “lopi -— Br — 3x“) 


l 
1 Teken de grafiek van y = f(x) = = , y = g(x) = vx en y = h(x) = -> in een dub- 
bellogaritmisch assenstelsel. i j 


2.11 Samenvatting van hoofdstuk 2 


Functies in het algemeen 

Het domein van een functie y = f(x) (notatie Df) is de verzameling van alle x-waar- 
den waarvoor de functie is gedefinieerd. 

Het bereik van een functiey = f(x) (notatie Bf) is de verzameling van alle y-waar- 
den die de functie kan aannemen. 


In dit hoofdstuk zijn de volgende standaardfuncties gedefinieerd: 


Machtsfuncties 

y = f(x) = x"(n € R) 

met als uitbreiding 

e Eerstegraadsfuncties (lineaire functies): y = f(x) = mx + n (m # 0) 
De grafiek is een rechte lijn met richtingscoëfficiënt m 

e Tweedegraadsfuncties (kwadratische functies): y = f(x) = ax? + bx + c (a #0 
De grafiek is een parabool (dalparabool als a > 0, bergparabool als a < 0). De 
top van de parabool vinden we door kwadraat afsplitsen. 

e Wortelfuncties: y = f(x) = vax + b 
De grafiek is een halve, liggende parabool. 

e Hogere graadsfuncties (veeltermen): y = f(x) = anx” + aAn-1x™} +... 4 
aix + æ (n positief, geheel en an # 0) 


e Rationale (gebroken) functies: y = f(x) = ax + b 


CX + d 





(c # 0) 


De grafiek is een hyperbool met een horizontale en een verticale asymptoot. 





Figuur 2.32 
Verschuiving in de 


y-richting 


Figuur 2.33 
Verschuiving in de 
X-richting 
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Exponentiële functies 

y = f(x) = a*, waarbij grondtal a positief en a # 1 (en x is de exponent) heet een 
exponentiële functie. 

Er geldt: Df = R en B; = R”. 

Voor a > 1l is de grafiek stijgend, voor 0 < a < 1 dalend. 

De x-as is een horizontale asymptoot. 


Regels voor het oplossen van exponentiële vergelijkingen of exponentiële ongelijk- 
heden: 

1 a” = al > p = q voor alle (toegestane) waarden van a. 

2 aP > al > p>gqvoora>l 

3 atis gwor0sasl 


Logaritmische functies 

De funktie y = f(x) =€ log x, waarbij g positief (g #1) heet een logaritmische 
functie. 

Er geldt: Df = R* en B; = R. 

Voor g > 1 is de grafiek stijgend, voor 0 < g < 1 dalend. 

De y-as is een verticale asymptoot. 


Regels voor het oplossen van logaritmische vergelijkingen of logaritmische ongelijk- 

heden (met a > O en b > 0): 

1 Sloga =$ log b <> a = b voor elke toegestane waarde van g. 

2 Sloga<&logb >a<balsg > 1 

3 &loga <élogb >a>bals0<g<l 

Er zijn twee soorten logaritmisch grafiekpapier: 

e Enkellogaritmisch grafiekpapier: met één logaritmische schaal en één lineaire 
schaal. 
Nemen we op de y-as een logaritmische schaal, dan is de grafiek van de expo- 
nentiële functie y = f(x) = a - b* een rechte lijn. 

e Dubbellogaritmisch grafiekpapier: met twee logaritmische schalen. 
De grafiek van een machtsfunctie y = f(x) = a - xP” is hierop een rechte lijn. 


Absolute waardefuncties 
De grafiek van de functie y = |f(x)| wordt uit de grafiek van y = f(x) verkregen door 
het gedeelte dat onder de x-as ligt te spiegelen ten opzichte van de x-as. 


Grafieken verschuiven en oprekken/inkrimpen 
In onderstaande figuren 2.32 t/m 2.35 zijn enkele transformatieregels weergegeven. 


y=f(x +e 


y =f(x+c) y=f(x) y =f(x-c) 
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Figuur 2.34 
Uitrekking in de 


y =cf(x) met c>1 y 
y=f(x) y=f(cx) met O<c<1 





Y-richting _________cf(ak------- y=f(x) 





Figuur 2.35 
Uitrekking in de 
x-richting 





Samengestelde functies 

We noemen y = f(x) = h(g(x)) een samengestelde functie van g en h. 

Een functie kan ook meervoudig zijn samengesteld, bijvoorbeeld y = f(g(h(x))) 
Inverse functie 

Wanneer uit y = f(x) volgt dat x = g(y) heet de functie y = g(x) de inverse functie 
van de functie y = f(x). De grafiek van de inverse functie wordt verkregen uit de 
grafiek van de oorspronkelijke functie door deze te spiegelen ten opzichte van de lijn 


yax 
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Leerdoelen in hoofdstuk 3 


Voor vele toepassingen in de techniek is kennis van goniometrie van groot belang. 
Goniometrie betekent letterlijk hoekmeetkunde. Zolang de goniometrie zich inder- 
daad beperkt tot het rekenen met hoeken wordt zij ook wel driehoeksmeetkunde 
(trigonometrie) genoemd. Driehoeksmeetkunde wordt vooral gebruikt in de mecha- 
nica. Zo wordt in de mechanica veelvuldig gebruik gemaakt van het ontbinden van 
vectoren in verschillende componenten, waarvoor de begrippen sinus, cosinus en 
tangens noodzakelijk zijn. Bij het ontbinden van krachten, snelheidsvectoren en 
dergelijke wordt gewerkt met hoeken, die in graden beschreven zijn. De rekenregels 
die hiervoor nodig zijn (met name de sinusregel en de cosinusregel) worden in een 
vroeg stadium in dit hoofdstuk behandeld. 

Om het gedrag van trillingen te kunnen analyseren is kennis nodig van goniometri- 
sche functies. Met goniometrische functies kunnen trillingsverschijnselen en ana- 
loge signalen beschreven worden. In de inleiding zal dit worden toegelicht. Daarom 
zullen ook goniometrische functies in dit hoofdstuk aan de orde komen. Voor het 
beschrijven van deze functies is het handiger om niet met graden te rekenen, maar 
met de daarmee samenhangende ‘eenheid’ radialen. Er zijn dus twee manieren om 
met hoeken om te gaan, door ze in graden uit te drukken of door ze in radialen uit te 
drukken. Bij het werken met een rekenmachine of een computerprogramma moe- 
ten we ons goed realiseren of er met graden dan wel met radialen gewerkt wordt. 


In hoofdstuk 3 komen de volgende onderwerpen aan de orde. 
hoekmeetkunde met sinus, cosinus en tangens 

van graden naar radialen en andersom 

de functies sin, cos en tan 

periodieke verschijnselen 

goniometrische formules 

goniometrische vergelijkingen 

de cyclometrische functies arcsin, arccos en arctan (ofwel sin 
het gebruik van Maple in het kader van goniometrie 


L cost en tan!) 


Figuur 3.1 
Slingeruitwijking als 
functie van de tijd en 


slinger 


Goniometrie 


Inleiding 


In dit hoofdstuk wordt de goniometrie (letterlijk: hoekmeetkunde) behandeld. In de 
eerstvolgende paragraaf komt de driehoeksmeetkunde aan de orde. Deze wordt ge- 
bruikt bij berekeningen in driehoeken en andere vlakke figuren, waarbij de lengte 
van bepaalde lijnstukken wordt uitgedrukt in de optredende hoeken en andersom. 
Als toepassing valt onder andere te denken aan berekeningen in de mechanica, 
bouwkunde en natuurkunde. 

Verder wordt in dit hoofdstuk aandacht besteed aan de goniometrische functies, die 
in een groot aantal toepassingen van de wiskunde een zeer belangrijke rol spelen. 
Daarbij kan dan vooral gedacht worden aan het beschrijven van periodieke ver- 
schijnselen met behulp van sinussen en cosinussen. Een voorbeeld van een perio- 
diek verschijnsel is de uitwijking van een slinger ten opzichte van de evenwichts- 
stand (zie figuur 3.1). De slingeruitwijking ten opzichte van de evenwichtsstand is te 
beschrijven met een sinusfunctie van de tijd t. 


evenwichtsstand 


uitwijking 














Figuur 3.2 


Een periodiek 


verschijnsel 


3.2 
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Andere voorbeelden van periodieke verschijnselen (als functie van de tijd) zijn: 

e de getijdebeweging (hoogte van de zeewaterstand als functie van de tijd); 

e detrilling van een stemvork (uitwijking van de vorkuiteinden ten opzichte van de 
rusttoestand als functie van de tijd); 

e detrilling van een massa-veersysteem (uitwijking van de massa ten opzichte van 
de evenwichtsstand als functie van de tijd); 

e het jaarlijkse temperatuurverloop op een bepaalde plaats (ook weer als functie 
van de tijd); 

e het verloop van een wisselspanning (als functie van de tijd); 

e enzovoort. 









amplitude 


evenwichtslijn 


In figuur 3.2 is de grafiek getekend van een willekeurig periodiek verschijnsel. 

Hierin is: 

e de periode het kleinste tijdsinterval waarna de grafiek zich herhaalt 

e de evenwichtslijn een lijn die de ‘gemiddelde waarde’ aangeeft: op elke periode 
is de oppervlakte onder de grafiek boven de evenwichtslijn gelijk aan de opper- 
vlakte boven de grafiek en onder de evenwichtslijn. 

e de amplitude de grootste uitwijking gemeten ten opzichte van de evenwichtslijn. 

We komen op deze periodieke verschijnselen terug in paragraaf 3.3. 


Driehoeksmeetkunde 


Voordat we ons zullen bezighouden met goniometrische functies, gaan we nader in 
op een aantal begrippen die doorgaans in de vooropleiding al aan de orde geweest 
zijn. We doelen hier op de zogenaamde goniometrische verhoudingen: de sinus, de 
cosinus en de tangens. We herhalen de definitie van deze bekende verhoudingen. 
De hierboven genoemde goniometrische verhoudingen worden gebruikt bij bereke- 
ningen van hoeken en zijden in meetkundige figuren, met name in driehoeken. Dit 
onderdeel van de goniometrie wordt daarom ook wel driehoeksmeetkunde of trigo- 
nometrie genoemd. 

In figuur 3.3 zien we een rechthoekige driehoek met hoekpunten A, B en C (notatie: 
AABC). De drie hoeken in hoekpunten A, B en C geven we aan met de symbolen 
respectievelijk «, Ben y. De zijde tegenover hoek «4, dus de zijde, die de hoekpunten 
B en C verbindt noemen we a. Op dezelfde manier geven we de tegenoverliggende 
zijde van hoek B met het symbool b aan en de tegenoverliggende zijde van hoek y 
met symbool c. De zijden b en c noemen we de aanliggende zijden van hoek «. 
Analoog hieraan zijn a en b de aanliggende zijden van hoek y terwijl a en c de 
aanliggende zijden zijn van hoek 9. Verder zijn in een rechthoekige driehoek de 


Figuur 3.3 


Figuur 3.4 


Figuur 3.5 
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beide, niet rechte (= 90°) hoeken elkaars complement, dus in figuur 3.3 zijn « en 9 
elkaars complement. 
In elke rechthoekige AABC, zie figuur 3.3, geldt: 


_ tegenoverliggende rechtshoekszijde a 


snas schuinezijde cc ak 
aanliggende rechtshoekszijde b 

cosa =S (3.2) 
schuine zijde C 


aii tegenoverliggende rechtshoekszijde a 33 
= aanliggende rechthoekszijde © b ik 


In de figuren 3.4 en 3.5 zien we twee driehoeken die, vooral in onderwijskundige 
situaties, veel voorkomen. 

De driehoek in figuur 3.4 is de helft van een vierkant met zijde 1. Deze driehoek heeft 
twee hoeken van 45° en één van 90° en zijden met lengte 1, 1 en v2 (controleer met 
de stelling van Pythagoras). 

De driehoek in figuur 3.5 is de helft van een gelijkzijdige driehoek met zijde 2 en 
heeft hoeken van 30°, 60° en 90° en zijden met lengte 1, 2 en v3. 





Van groot belang voor het bepalen van zijden en hoeken in driehoeken zijn de 
volgende regels, waarbij we de symbolen uit figuur 3.6 gebruiken. De hierin gete- 
kende hoeken zijn vaak alle drie scherp, dat wil zeggen dat ze tussen 0° en 90° 
liggen. Eén van de drie hoeken kan echter ook stomp zijn, dat wil zeggen dat deze 
tussen 90° en 180° is gelegen. We geven de regels zonder bewijs. 


Regels voor het berekenen van hoeken en zijden in driehoeken 
e De som van de hoeken in een driehoek is 180°, dus 
a + B +y = 180° (3.4) 
e Sinusregel: k = 2 x b Ln k- = k (3:5) 
sina sinB sinB siny sina siny 
De sinusregel wordt gebruikt wanneer in een driehoek òf twee zijden en één niet 
insluitende hoek gegeven zijn, òf twee hoeken en één zijde gegeven zijn. Wan- 
neer drie gegevens bekend zijn kunnen ook de overige onbekenden berekend 


worden. Dit geldt ook voor de cosinusregel. 
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c = a + b? — 2abcosy 


e Cosinusregel: 4 b° = a° + c? — 2ac cos B (3.6) 


a = b? + e — 2beecosa 


De cosinusregel wordt gebruikt wanneer in een driehoek òf twee zijden en een 
insluitende hoek gegeven zijn, òf de drie zijden. 


e Stelling van Pythagoras: in een rechthoekige driehoek met rechte hoek y (zie 
figuur 3.3) geldt: c? = a? + b? (3.7) 


e sina = sin(180° — a) (3.8) 
De hoek 180° — 4 (in figuur 3.6 als aanliggende hoek naast hoek « ingetekend) 
noemen we het supplement van hoek «. Op regel (3.8) zullen we later terugkomen; 
deze regel leert hoe men de sinus van een stompe hoek « (90° < a < 180°) kan 
bepalen, door de sinus van de aanliggende hoek te bepalen (en andersom). 


Figuur 3.6 ® 
Een driehoek met bij- 


behorende symbolen 





i Opdracht 
-Laat zien dat de stelling van Pythagoras volgt uit de cosinusregel 


We zullen in het vervolg van deze paragraaf steeds aannemen dat de naamgeving 
van hoeken en zijden is zoals in figuur 3.6. Dat wil zeggen de zijde a ligt tegenover 
hoek «, enzovoort. 


Voorbeeld 1 Van AABC is gegeven: a = 10, b = 8 en a = 30°. Bereken de niet-gegeven hoeken en 


de zijde c. 
Oplossing: 
In figuur 3.7 is de bedoelde driehoek getekend. 


Figuur 3.7 | G 
Driehoek bij 
voorbeeld 1 





Omdat a, b en « gegeven zijn gebruiken we de sinusregel om B te berekenen. We 


; À a Oee, 
substitueren daartoe a, b en « in de formule — — = —— (sinusregel). 
sina _sinB 


1 i 
Dit levert: a ui ; i ssl B = 0,4 


8 
n30° -sinB EU sin B 
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sina. 45 
E 


23.57817848 We bepalen nu B met behulp van een GR. Zorg ervoor dat de rekenmachine op graden 
(MODE: degrees} staat ingesteld en gebruik de toets Sni 
Oplossing: B ~ 23,58°. 





De GR geeft op de functie sin! altijd een hoek tussen —90° en +90°. 
We zullen de functie sin * later anders schrijven en tevens uitleggen 
waarom deze functie altijd een hoek geeft tussen -90° en +90°, zie para- 
graaf 3.5! 


Volgens regel (3.8) geldt ook: sin(23,58°) = sin(180° — 23,58°) = sin(126,42°) = 0,4. De 
hoek waarvoor de sinus gelijk is aan 0,4 zou dus ook groter dan 90° (geen ‘scherpe’ maar 
een ‘stompe’ hoek) kunnen zijn. Daarom is controle met een figuur noodzakelijk. Uit figuur 
3.7 blijkt dat B inderdaad scherp’ is. 

De som van de hoeken in een driehoek is 180° (regel 3.4), dus voor hoek y geldt: 


y = 180° — a — B æ 180° — 30° — 23,58° = 126,42°. 


Zijde c is nu met de sinusregel of de cosinusregel te berekenen. Met de cosinusregel 
krijgen we: 


c? = af + b? — 2ab cos y => cê = 100 + 64 — 160 - cos(126,42°) ~ 258,99 


zodat c = 16,1. 


Opdracht 
Bereken c in voorbeeld 1 ook met de sinusregel. 


Van een driehoek met de hoekpunten A, B en C (AABC) is gegeven: b = 4, c = 1 en de 
oppervlakte van de driehoek is 1,6. Gevraagd wordt hoek y (de hoek tegenover zijde c) te 
berekenen. 

Oplossing: 

In figuur 3.8 is een tekening gemaakt van de driehoek met de gegevens. 

Het berekenen van y kan niet rechtstreeks uit de gegeven zijden b en c. De gegeven 
oppervlakte zal ook gebruikt moeten worden. Omdat b = 4 kan de lengte h van de 
(gestippelde) hoogtelijn uit B berekend worden: 


oppervlakte = - - b - h, dus 1,6 = : -4 . h, waaruit volgt h = 0,8. 
Het voetpunt van de hoogtelijn uit B noemen we H, zie figuur 3.8. 
AAHB is een rechthoekige driehoek en met de stelling van Pythagoras kan AH berekend 
worden. 
AH? + HB? = AB?; omdat HB = h = 0,8 en AB = 1 volgt hieruit 
AH? = 1 — (0,8)? = 0,36 = AH = 0,6. 
Omdat AC gegeven is, is het mogelijk HC te berekenen: HC = AC — AH = 4 — 0,6 = 34. 
ACBH is een rechthoekige driehoek waarvan de beide rechthoekszijden bekend zijn. 
We kunnen nu y berekenen. 

BH 08 


PED x Syy : qe: 
tan y HC 34 02353 — y = 13,2 
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De laatste stap in de berekening gebeurt met de GR (gebruik de toets tan” |). De werk- 
wijze is vergelijkbaar met die in voorbeeld 1, waar B berekend werd uit de vergelijking 
sin B = 0,4. d 





Figuur 3.8 
Driehoek bij 
voorbeeld 2 





Voorbeeld 3 Gegeven de gelijkbenige AABC. Zie figuur 3.9. 


Een gelijkbenige driehoek heeft twee gelijke zijden a en b en daarmee ook twee gelijke 
hoeken « en B; de derde hoek noemen we de tophoek. y = /C is de tophoek van de 
driehoek en dus geldt /A = /B. De twee gelijke zijden hebben lengte 1. Gevraagd wordt 
de lengte van zijde c uit te drukken in y. 

Oplossing: 

Vanuit C trekken we de hoogtelijn op zijde c; het voetpunt noemen we H. 

Omdat driehoek AABC gelijkbenig is deelt h hoek y in twee gelijke delen. We bekijken 
AH 

AC 

AC = 1,dus AH = sin(} y) en daarmee c = AB = 2sin(}y). a 


| 


LV 


Voorbeeld 4 Gevraagd wordt de omtrek van een regelmatige n-hoek te bepalen die binnen een cirkel 


met straal 1 ligt (zie figuur 3.10 voor n = 5). 

Oplossing: 

Door vanuit het middelpunt van de cirkel lijnstukken te trekken naar de hoekpunten van 
de regelmatige n-hoek ontstaan gelijkbenige driehoeken. leder van de hoeken bij het 


AAHC. Het is een rechthoekige driehoek waarin geldt: sin(4 yee 


Figuur 3.9 
Driehoek bij 
voorbeeld 3 


Figuur 3.10 
Regelmatige vijfhoek 
met middelpunt en 


lijnen vanuit middel- 





punt naar de hoek- 


; l 36 
middelpunt is gelijk aan > graden. 


: 360 ; 
We gebruiken het resultaat van het voorgaande voorbeeld met y = — en vinden dan 
dat de lengte / van één zijde van de regelmatige n-hoek gelijk is aan 


|= 2sn(4 22) = 2sn( T°). 
n n 


Voor de totale omtrek O(n) geldt dan: O(n) = 2n - sin (5) Ea 
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Opgaven bij 3.2 


Gegeven AABC met B = 90°, a = V3 en c = 1. 

a Teken de driehoek en bepaal de ontbrekende zijden en hoeken. 
b Bereken sin « en cos a. 

c Controleer dat (sin «)?+(cos a)? gelijk is aan 1. 


Maak, zonder gebruik te maken van een GR een tabel met de goniometrische ver- 
houdingen sin, cos en tan van de hoeken « = 09, 30°, 45° 60° en 90°. Gebruik de 
figuren 3.4 en 3.5. 


Toon met behulp van een rechthoekige driehoek aan dat 
a sina = cos(90° — a) 


sin & 





b tana = 
COS « 


Toon met behulp van een rechthoekige driehoek en de stelling van Pythagoras aan dat 


Ey=l 


sin? a + COS 
Gegeven AACD met /A = 30° en AD = 6. B is het midden van AC en BD = 5. 
Bereken /C. 


We willen de hoogte van een toren berekenen en meten daartoe hoek A (30°), hoek B 
(45°) en AB (125 meter). Zie onderstaande figuur. Wat is de hoogte van de toren? 


Van AABC zijn gegeven: BC = 14, AB =20 en /C = 42°. Bereken de overige zijde en de 
twee overige hoeken. 


Van AABC zijn de drie zijden gegeven: AB = 12, BC = 5 en AC =13. Bereken de 
hoeken. 


Van AABC zijn gegeven: AB = 10, AC = 8 en /A = 40°. Bereken de resterende zijde en 
de twee overige hoeken. 


Persoon A met ooghoogte 1,50 meter staat links van persoon B, die een lengte heeft 
van 1,80 meter. Rechts van persoon B staat een kerktoren. De personen A en B en de 
kerktoren staan op één lijn, de afstand tussen A en B is 1 meter, de afstand tussen A 
en de kerktoren is 100 meter. Persoon A probeert naar de kerktoren te kijken maar 
persoon B staat precies in de weg, A ziet slechts het haantje van de toren. 
Gevraagd: de hoogte van de kerktoren (zonder het haantje). 











3.3 


Figuur 3.11 
Een hoek van 1 radiaal 


Figuur 3.12 
Een hoek van 1 radiaal 
na vermenigvuldiging 


met r vanuit O 
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Vanuit Rijswijk (ZH) moet een pakketje opgehaald worden in Den Helder en daarna 
bezorgd worden in Enschede. Omdat spoed geboden is, wordt besloten hiervoor een 
helikopter te gebruiken. Bij de piloot is bekend dat de afstand van Rijswijk naar 
Enschede 210 km is. Hij vliegt in 50 minuten van Rijswijk naar Den Helder met 
een gemiddelde snelheid van 120 km/?uur. Via de navigatieapparatuur aan boord 
van de helikopter is te berekenen dat de lijn Rijswijk - Den Helder een hoek van 75° 
met de lijn Rijswijk — Enschede maakt. Opstijgen en landen kost een vaste 
hoeveelheid brandstof. Het brandstofverbruik per gevlogen kilometer is ook 
constant. Bij de piloot is bekend dat voor de vlucht Rijswijk - Enschede 110 liter 
brandstof nodig is. 

Voor vertrek uit Rijswijk vult de piloot de tank van de helikopter met 160 liter brand- 
stof. In Den Helder aangekomen constateert hij dat de vlucht Rijswijk — Den Helder 
55 liter heeft gekost. Kan de helikopter vanuit Den Helder zonder bijtanken En- 
schede bereiken om het pakketje af te leveren? 


Goniometrische functies 


Om de standaardfuncties uit de goniometrie voor reële getallen te kunnen definië- 
ren, hebben we het begrip radiaal nodig. 


Radialen en graden 
Hoeken kunnen worden uitgedrukt in graden en in radialen. Het begrip radiaal kan 
als volgt worden gedefinieerd, zie figuur 3.11 en figuur 3.12. 


Definitie 
Eén radiaal, notatie 1 rad, is de middelpuntshoek in een cirkel met straal 1 die hoort 
bij een cirkelboog met lengte 1. 


Opmerkingen 

e Figuur 3.12 is verkregen uit figuur 3.11 door vermenigvuldiging met de 
straal r vanuit de oorsprong. Beide cirkelsectoren zijn dus gelijkvor- 

l mig. Hierdoor kunnen we de definitie van een radiaal ook als volgt 

formuleren. Eén radiaal, notatie 1 rad, is de middelpuntshoek in een 

cirkel met straal r die hoort bij een cirkelboog met lengte r. 





In een cirkel met straal r hoort bij een cirkelboog met lengte ar vol- 
' gens deze definitie een middelpuntshoek van « radialen. Met behulp 
| van het begrip radiaal kan een hoek dus worden uitgedrukt in een 





Figuur 3.13 
Definitie van sinus en 
cosinus en kwadrant- 


nummering 
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dimensieloze grootheid, namelijk het quotiënt van booglengte en 
straal. Het verband tussen graden en radialen kunnen we vinden, als 
we bedenken dat een middelpuntshoek van 180° in een cirkel met 
straal 1 hoort bij een cirkelboog met lengte n (de omtrek van een halve 
cirkel met straal 1). Een hoek van 180° komt dus overeen met een 
hoek van t rad, notatie: 180° 2 n rad. 

e Het woordje rad wordt meestal weggelaten. Het betreft immers een 
dimensieloze grootheid! 


Hieruit volgt: 


| 180\ ° 
grad £ (> | 2) BI 
TT 
A T 
Za. 180 rad (3:2) 


Zo vinden we voor een aantal vaak voorkomende hoeken de volgende tabel: 


Tabel 3.1 

3 : l l l l 3 
Hoek (in radialen) 2 heel 2 ee Me T 
Hoek(inradiale | de | a | i | de ho 


Opdracht 
1 Bereken met hoeveel graden één radiaal overeenkomt. 
2 Bereken met hoeveel radialen 35° overeenkomt. 





De standaardfuncties sin, cos en tan 

De goniometrische standaardfuncties sinus, cosinus en tangens worden respectie- 
velijk genoteerd als f(x) = sin x, f(x) = cos x en f(x) = tan x. Hierin moet x wor- 
den uitgedrukt in radialen. De functies vormen een uitbreiding op de in paragraaf 
3.1 gedefinieerde verhoudingen sinus, cosinus en tangens in de driehoeksmeet- 
kunde. In de driehoeksmeetkunde komen we slechts hoeken tegen tussen 0° en 
180° (omgerekend naar radialen dus tussen 0 en 7). De x-waarden waarvoor de 
functies f(x) = sin x, f(x) = cos x en f(x) = tan x gedefinieerd zijn liggen op een 
veel groter interval, namelijk op de verzameling van alle reële getallen. We zullen 
laten zien hoe we deze uitbreiding tot stand brengen. 





Figuur 3.13a 
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In figuur 3.13 zien we een eenheidscirkel (cirkel met straal r = 1), getekend in het 
xy-vlak, met als middelpunt de oorsprong. Op de eenheidscirkel is een willekeurig 
punt P aangebracht met als coördinaten (x,y). De hoek die de straal OP met de 
positieve x-as maakt noemen we q. De x-as en de y-as verdelen het xy-vlak in vier 
kwadranten (genummerd met de romeinse cijfers I, II, IHI en IV). Het eerste kwa- 
drant is het deel van het vlak waarin beide coördinaten xy en yy positief zijn. De 
goniometrische standaardfuncties f(x) = sin x, f(x) = cos x en f(x) = tan x wor- 
den nu met behulp van de getekende eenheidscirkel gedefinieerd: 


Definities 

sina = a = Ya voor alle « 
Xa 

COS = e a Xy voor alle « m 
Ya 





tan a = — voor alle « # Sn + kr (waarbij k een geheel, positief of negatief getal is) 


04 


Opmerkingen 
e Zoals reeds gezegd: « wordt gemeten in radialen 





l nni 
e Voor 0 <a < z” (dus a in het eerste kwadrant) komen de zojuist 


gegeven definities overeen met de in paragraaf 3.1 gegeven definities 
voor sinus, cosinus en tangens. 


e Een hoek van 0 radialen correspondeert met een hoek van +27, +4r, 
+67, .... radialen; een hoek van t radialen correspondeert met een 
hoek van ..… —5n, —-3n, —n, 3n, 5r. . radialen. 

e Wanneer we over de eenheidscirkel bewegen tegen de wijzers van de 
klok in neemt hoek « toe. Wanneer we met de wijzers van de klok mee 
bewegen neemt « af. Een hoek in het vierde kwadrant kan zowel 


Ln 3 l 
positief gerekend worden Gr < a < 2r) als negatief (— z" <a < 0). 


e Uit figuur 3.13a kunnen we zien dat sin « = sin(r — a). Immers, voor 
beide hoeken geldt dat de y-coördinaat van punt P in dat geval gelijk 
is. 

Voor het teken van de sinus, cosinus en tangens van een hoek in eerste, 

tweede, derde of vierde kwadrant geldt de volgende tabel: 


Tabel 3.2 


EEEN ER 
me ee e e o 
EE EN ESS CE 
EN EE 













cosinus 
tangens 


e a komt fysiek (als hoek) overeen met a + k - 27. Daarom zijn de func- 
ties f(x) = sin x en f(x) = cosx periodiek met periode 2r. sin a = 
sin(a + k- 27) en cosa = cos(a + k- 27) 

e De tangensfunctie heeft als periode n. Dit komt voort uit het feit dat 


tan a = Ja terwijl tan(a + m) = Jarr _ a _ Ja 
Xa Kan — Xa Xy 





. Ga dit zelf na door 
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de getekende straal in figuur 3.13 te verlengen naar het derde 
kwadrant (zie figuur 3.13a). We kunnen dan zien dat punt P4+n uit 
punt Pąwordt verkregen door spiegeling ten opzichte van de oor- 
sprong. Overigens geldt hetzelfde wanneer er n van « afgetrokken 
wordt. (Ga dit zelf na met behulp van figuur 3.13a.) 

e Inde definitie van f(x) = tan x worden die waarden van a uitgesloten 
waarvoor X gelijk is aan 0. Immers, door 0 delen is niet toegestaan. 


Uit de eenheidscirkel in figuur 3.14 kunnen we de goniometrische verhoudingen 
sin x, cos x en tan x voor de meest voorkomende waarden van de hoek x aflezen. De 
waarde van de sinus vinden we op de verticale as, de waarde van de cosinus op de 
horizontale as en de waarde van de tangens op de rechte evenwijdig aan de verticale 
as. 


Opdracht 1 j p 
Bepaal cos x, sin x en tan x voor x = gute green met 
behulp van figuur 3.14 


Figuur 3.14 
De meest voorko- 
mende goniometri- 


sche verhoudingen 


a 





0,277,417,- 


Als we de waarden van x (in radialen!) op een (horizontale) x-as afzetten en de 
waarden van de goniometrische verhoudingen op de y-as ontstaan (delen van) de 
grafieken van f(x) = sin x, f(x) = cos x en f(x) = tan x. 











Figuur 3.15 


Grafieken van sinus, 


cosinus en tangens 


Voorbeeld 5 
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Deze grafieken zullen heel vaak als referentiekader dienen om grafieken van meer 
ingewikkelde, samengestelde goniometrische functies te tekenen. Vaak zal een GR 
of computeralgebrasoftware gebruikt worden, maar het blijft nodig om bepaalde 
kenmerken daarin te herkennen. 


De grafiek van y = f(x) = a + b sin(c(x — d)) 

Als algemeen voorbeeld zullen we ons gaan bezighouden met de grafiek van de veel 
voorkomende functie(s) van het type y = f(x) = a + bsin(c(x — d)), waarin a, b, c 
en d constanten zijn. We zullen aannemen dat b, c en d positief zijn. We zullen de 
grafiek van y = f(x) = a + bsin(c(x — d)) analyseren, maar beginnen met de gra- 
fiek van y = f(x) = bsin(cx). 

We weten dat de basisfunctie y = f(x) = sin x periodiek is met periode 21. De 
amplitude (= maximale uitwijking ten opzichte van de nullijn) is 1. De functie y — 


fi(x) = bsin(cx) is dan periodiek met periode Ten amplitude b. Dit volgt uit de 


transformatieregels uit hoofdstuk 2. Immers: De grafiek van y = fi (x) = bsin(cx) is 
ten opzichte van de grafiek van y = f)(x) = sin x met een factor b in verticale rich- 
ting ‘opgerekt’ en een factor c ten opzichte van de oorsprong ‘ingekrompen’. De 
amplitude wordt dus met een factor b vermenigvuldigd en de periode wordt met 
een factor c verkleind. 


We bekijken de grafiek van de functie y = f(x) = 3 sin(2x). De amplitude is 3, de 


i Beb RE 
periode is F = ņ. De y-coördinaten van de punten op de grafiek van 


y = f(x) = 3sin(2x) zijn met een factor 3 vermenigvuldigd. De x-coördinaten van de 
punten op de grafiek van y = f(x) = 3 sin(2x) zijn met factor 2 verkleind (zie figuur 3.16 
waarbij de grafiek op het interval [0,27] is getekend). E 


Beschouwen we vervolgens de functie y = f(x) = a + bsin(c(x — d)). De grafiek 
van deze functie wordt vergeleken met de grafiek van de functie 
y = fi(x) = bsin(cx). Wanneer we hierin de x-coördinaat vervangen door x — c, 
verschuift de grafiek van fi (x) over een afstand c naar rechts. Wanneer we vervol- 


Figuur 3.16 


Figuur 3.17 
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gens a optellen worden alle punten op de grafiek over een afstand a omhoog (of 
omlaag, als a negatief is) verschoven. De lijn y = a noemen we de evenwichtslijn, 
omdat de sinus daar omheen slingert. Tenslotte kiezen we een punt als beginpunt 
van de grafiek. Dit vinden we door bijvoorbeeld te kijken waar de sinus 0 is, dus bij 
x = d. Het “beginpunt” is dan het punt met x-coördinaat d en y-coördinaat a. 
Uiteindelijk kunnen we de grafiek van y = f(x) = a + bsin(c(x — d)) tekenen 
door te gebruiken: 


2 
1 de periode is Z 


2 de amplitude is b 

3 de evenwichtslijn is y = a 

4 het beginpunt is (d,a) 

In figuur 3.17 is de grafiek getekend voor een bepaalde waarde van a, b, c en d. 


Aa pese y=a+b:sin(clx —d)) 
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Op dezelfde wijze kunnen we de grafiek van y = f(x) = a + b cos(c(x — d)) teke- 
nen. Het resultaat zien we in figuur 3.18. Voor het beginpunt hebben we gekozen 
(df(d)) = (d,a + b - cos 0) = (d,a + b) 
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Figuur 3.18 





atbp- y =a+b.-cos(c(x-d)) 





mmtje gee ge 
=-=- -$mi 


Voorbeeld 6 Teken de grafiek van y = f(x) = —1 + 2sin(4 n(x — 1)) 


Oplossing: 


2T 


De periode is 7 ~8, de amplitude is 2, de evenwichtslijn de lijn y = —1 en voor het 


| 4 
beginpunt kiezen we (1,f(1)) = (1, — 1 + 2sin 0) = (1, — 1). 


Zie figuur 3.19 voor het resultaat. E 


Figuur 3.19 





De grafieken van alle soorten goniometrische en cyclometrische functies zijn een- 
voudig te plotten in Maple. In de laatste versies (vanaf versie 9.0) biedt Maple een 
applet waarmee via een keuzemenu een snelle plot te maken is. Kies hiertoe 
Tools, Tutors, Precalculus, Standard functions. Voor alle standaardfunc- 
ties, ook sin(x), cos(x), tan(x) kunnen, door toekenning van een waarde voor a, b, c 
en d functies van het algemene type y = f(x) = a - f(bx + c) + d geplot worden 


| (zie de figuur hierna). 








d 


117 


Ed Precalculus - Standard Functions and Transformati 
| File Help 


Define Function 
ffxi = sin(x) 
attibtx+cjd =| 2*sin( 5*x+.5*Pi+H1 


a=| 2 


c= 05i 


| Display | Color | 


Maple Command 
plots{display]í ([plotísiníx}, Xx = -5.00 .. 6.57, view = [-5.00 .. 
‘discont' = true j, ploti Afsin(. 54. 54Pijtl, X 
„24 ss 3.16, 'discont' = true) ii: 





Opgaven bij 3.3 


Zet de hoeken 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 180°, 225° en 330° om in radialen en 
bereken met behulp van figuur 3.14 (zonder GR) de sinus, cosinus en tangens van 
die hoeken. Zet de uitkomsten in een tabel. Controleer de uitkomsten met de GR. 


Bepaal zonder GR: 
a sin(390°), cos(390°) en tan(390°) 


b sin P COS m en tan i 
T a 3 3” 


Gegeven: « = D nz. Construeer en bereken sin q, sin(a + 7), cos «, cos(a + t), tan a 
en tan(x + 7) met behulp van de eenheidscirkel (zie figuur 3.14). Controleer de 
berekende waarden met een GR. 

2 


Leg met behulp van de eenheidscirkel uit dat (sin «)“+(cos 4) = 1 voor een wille- 


keurige hoek a. 


Een fietswiel met een band heeft een doorsnede van 28 inch en bevat 36 spaken. 
(verwaarloos de dikte). De spaken zijn gelijkmatig over het wiel verdeeld. Bereken de 
afstand in cm, langs de velg gemeten, tussen de uiteinden van twee naast elkaar 
gemonteerde spaken als de banddikte 1 $ inch is (1 inch = 2,54 cm). 


Een cirkelvormige taart met een diameter van 30 cm is verdeeld in 8 gelijke stukken. 
a Bereken de oppervlakte van een taartpunt. 
b Bereken de omtrek van een taartpunt. 














3.4 
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Afstanden op aarde kunnen met behulp van lengte- en breedtegraden bepaald 
worden. Greenwich (Londen) en Tarbes (Zuid-Frankrijk) liggen allebei op 0° wester- 
lengte. Greenwich ligt op 51,5° noorderbreedte en Tarbes ligt op 43,2° noorder- 
breedte. Bepaal de afstand tussen Greenwich en Tarbes (de straal van de aarde is 
6366 km). 


Teken in één figuur de grafiek van de functies f(x) = sin x, f(x) = cos x, f(x) = 
sin(2x) en f(x) = sin x + cos x; controleer het resultaat met een GR. 


Bepaal de periode, de amplitude, de evenwichtslijn en een beginpunt en teken 


vervolgens de grafiek van y = f(x) = 2 — 3 cos(2(x — dm) ). Controleer met een GR. 


Teken de grafieken van 

a y= f(x) = sin(x — r) uit de grafiek van sin x 

y = f(X) = cOS(2X T r) uit de grafiek van cos x 

ya =j (f) = an — 47) uit de grafiek van tan t 
(£) = 


a o g 


t an(4 (t — 1)) uit de grafiek van tan t 

Een elektrisch netwerk bestaat uit een gelijkspanningsbron U; van 12 V (Volt), een 
wisselspanningsbron U en een weerstand R van 4 Q (Ohm), die alle in serie 
geschakeld zijn. De wisselspanningsbron U» levert een sinusvormige spanning 
met een periode van Jr seconden en een amplitude van 8 V. Op tijdstip t = 0 en 
pen dr (eenheid: seconde) is de door deze bron geleverde spanning 4 V. 

Teken de grafiek van de stroomsterkte als functie van de tijd (aanwijzing: 


U=U+U=I.R. 


Plot de oneties y = F(x) = sinf2x) en. y = git) = cosl2x). 
Los vervolgens de ongelijkheid sin(2x) < cos(2x) op. 


Plot de functies y = f(x) = a — b cos(c(x — d)) voor de volgende waarden van a, b, 
c en d, bepaal uit de geplotte grafiek de evenwichtslijn, de amplitude en de periode. 
a a=l,b=Ze=3end=in 

b a= -2, b = -l,c=2end = 4 


Goniometrieformules 


Er bestaan vele goniometrische formules waarmee de sinus, de cosinus en de ?tan- 
gens in elkaar kunnen worden uitgedrukt. Hieronder vallen ook de formules waar- 
mee van een dubbele hoek (2x) wordt overgegaan op de enkele hoek (x) en anders- 
om. Ook de som-, verschil- en productformules horen hiertoe. We geven een 
opsomming van de belangrijkste formules. 





e (sinx)? + (cosx)? = 1 (stelling van Pythagoras) BAL) 
sin x 

è tanx = EZ) 
COS x 
1 

èe sinx = COS (37 — x) (3:13) 
NN f1 

è cosy = sin (37 — x) (3.14) 


e sin(n — x)= sinx (3.15) 
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è COS(T — x) = — COS X (3.16) 
e sin(—-x) = -sinx BIA 
e cos(—x) = COS X (3.18) 


Een bewijs van al deze formules volgt uit de bestudering van figuur 3.13 (en figuur 
3.14) 


De som-productformules 

Met de formules (3.19) t/m (3.24) kan de sinus, cosinus of tangens van de som of het 
verschil van twee hoeken worden uitgedrukt in de sinus, cosinus en/of tangens van 
de hoeken zelf. 





e sin(X+y)=sinx-COsy+cosx: sin y (3.19) 

e sin(x— y)=sinx-cosy—cosx: sin y (3.20) 

e cos(x + y) = cOSX: cos y — sin Xx: sin y (3.21) 

e cos(x -— y) = cos x . cos y + sin Xx: sin y (3.22) 
tan x + tan y 

® tan(x -+ y) = 1- 2-tanx-tany (3.23) 
tan x — tan y 

e tan(x—y) (3.24) 


E 1] +2- tanx -tan y 


De formules (3.25) en (3.26) zijn bijzondere gevallen van de som-productformules. 
We gaan hiermee over van een dubbele hoek naar een enkele hoek. 

e sin(2x) = 2 sinx cosx (3.25) 
e cos(2x) = (cos x)° — (sin x)? = 2(cos x)? -1 = 1 — 2(sin x)? (3.26) 


Het aantal goniometrieformules is nog beperkt gehouden. Met behulp van figuur 
(3.13) kunnen we nog veel meer formules afleiden. Maar ook het combineren van de 
formules (3.11) t/m (3.24) kan leiden tot veel meer formules. 


Opmerkingen 

We wijzen hier op enkele veel gemaakte fouten. In de volgende gevallen 
wordt vaak ten onrechte een =-teken geschreven: 

è sin(X+y) Æ sinx + sin y 

e sin(2x) # 2sinx 

è cos(2x) Æ 2 cos x, enzovoort 

Voorts merken we op dat (sin xj ook wel geschreven wordt als sin x. 
Maar, let op, dat is niet hetzelfde als sin x?, want hieronder wordt ver- 
staan sin(x*). 


Opdracht 

Toon met behulp van figuur (3.13) aan dat 

e tan(—-x) = —tanx 

è sin(n +a)= —sina 

è tan(n — a) = —tana 

e sing = cos(a — $ n) 

e Laat zien hoe formule (3.25) uit formule (3.19) voortkomt. 
e Bewijs met de formules (3.19), (3.17) en (3.18) dat 


sin(x — y) = sin x - cos y — cos x - sin y (formule ((3.20)). 
Bewijs hoe formule (3.26) voortkomt uit formule (3.21) en (3.11). 
Druk sin(5x) uit in sin x en cos x (gebruik formule (3.19)). 
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Formule (3.23) kunnen we gebruiken als we de hoek tussen twee snijdende lijnen 
willen berekenen. 


Voorbeeld 7 We berekenen de hoek tussen de lijnen p: y = 3x + 4 en q: y = 4 — 2x (zie figuur 3.20). 


Oplossing: 
De hoek die de lijn p met de positieve x-as maakt, noemen we a. Lijn p heeft richtings- 
coëfficiënt 3, zodat tan a = 3. Voor de hoek B, die de lijn q met de positieve x-as maakt, 
geldt tan B = —2. De hoek tussen de lijnen p en q is a — B of B — a. 

tan B — tan a 
aie + tan «& - tan B 
E e a a, 
CERA e 
De hoek tussen de lijnen p en q is dus tr radialen (= 45°). 





Voor deze hoek geldt: tan(B — a) (formule (3.24). 


Invullen levert: tan(B — «) 


Figuur 3.20 





Een andere, eveneens gebruikelijke manier om de gevraagde hoek te berekenen gaat als 
volgt: eerst worden de hoeken berekend waarmee de beide lijnen de (positieve richting 
van de) x-as snijden (met behulp van een rekenmachine, (toets tan” |). Vervolgens 
wordt de kleinste van de grootste hoek afgetrokken; dus: 


ana = USL 2490 
tan B = —2 > ß ~ —1,1071 


zodat x — B = 2,356 (ga na dat deze hoek overeenkomt met het supplement 3 t van de 
reeds gevonden hoek 47). E 


De dubbele hoekformules: van enkele hoek naar dubbele hoek 
Met de volgende formules kunnen we de sinus en de cosinus van hoek x uitdrukken 
in de cosinus van hoek 2x: 
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e (cosx)? = 3 (1 + cos 2x) 81) 


e (sinx)? = z (1 — cos 2x) (3.28) 


Deze formules volgen uit de formules (3.26), door ze in linker- en rechterlid te 
bewerken. 


Opdracht 
Laat zelf zien hoe deze bewerking verloopt. 


Som-productformules 
Voor toepassingen in de integraalrekening zijn de volgende formules nog van be- 


lang: 
Van een som naar een product: 
, ; afd l 
e sinx+siny=2 sin( (x + y) ‚COS ( (x — ») (3.29) 
l i a i 
e sinx -— siny = 2sin (5 (x — y) - COS 5 (x + y) (3.30) 
l l 
® COSX + cosy = 2 cos 5 (x + y) - COS 5 (x — y) (3.31) 
if d . /1 
è COSx = COSy = -2 sm 5 Ken y) - sin 6 (x — y) (3-32) 
Van een product naar een som: 
l 
e sinx- cosy = p (sin(x + y) + sin(x — y)) (3.33) 
l 
e sinx- siny =5 (cos(x — y) — cos(x + y)) (3.34) 
l 
e COSX:COSy = — (cos(x + y) + cos(x — y)) (3.35) 


De som-productformules volgen uit de som- en verschilformules (3.19) t/m (3.22), 
door deze uit te schrijven of te bewerken. 


Opdrachten 

Ll Schrijf sin(4x — 3y) — sin(4x) als een product. 

2 Schrijf cos(3x — 2y) - cos(x + 2y) als een som van twee cosinussen. 
3 Schrijf sin(5x) - cos(5x) als een som. 


Bij het analyseren van goniometrische functies hebben we vaak een of meer van de 
gegeven goniometrieformules nodig, meestal om een vergelijking of een vorm een- 
voudiger te maken. 


Formulemanipulatie met Maple 

Alle in dit hoofdstuk genoemde goniometrische formules kunnen door Maple wor- 
den gegenereerd. We geven enkele voorbeelden, door gebruik te maken van de 
commando's expand en combine. 


> expand (sin (a+b)); 
sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) 
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> expand(sin(3*a)); 
4 sin(a) cos(a)? — sin(a) 


> combine (cos (a)* cos (b) ); 
l i 
z osla — b)+ z cos(a + b) 


> combine(2*sin(a)fcos(a)); 
sin(2a) 


> combine((sin(a))”“2); 
me: cos(2a) 
2 2 

> expand (tan (2*a)); 2 tan(a) 


l — tan(a) 





2 


Met het commando trigsubs kunnen allerlei andere schrijfwijzen gegenereerd 
worden voor goniometrische formules. 


> tEigSüDS (eas (2% x) ) i 


(cosx cos(—2x), 2 cos(x)° = 1,1 — 2a cos(x)° — 





l l Let KOT ma È do 
sin(x) ania e{21x) 4 zeam) 


sec(2x) sec(—2x) 1 + tan(x)° "5 


Sommige formules lijken nogal raadselachtig, maar ze zijn toch allemaal waar. 


Opgaven bij 3.4 


Van een hoek 4 in het tweede kwadrant is de sinus gelijk aan 4 v2. 
a Bereken « in radialen en in graden. 
b Bereken cosa en tan a 


Bewijs met behulp van formules (3.19) en (3.25) dat sin(3x) = 3 sin x — 4(sin g’ 


sin(3x) 


mt U wad 
sin(2x) GN 





Bewijs met behulp van formules (3.19), (3.25) en (3.26) dat 
l 
2 COS X 





j2 ; 


Bewijs met behulp van de formules (3.12) en (3.11) dat (tan x) = 1 + tod 
COS X 


Van een hoek, waarvan het kwadrant onbekend is, is de sinus gegeven. Beschrijf hoe 
men aan de cosinus en de tangens van die hoek kan komen. 

Bewijs de formule sin x + sin y = 2 sin(4 (x + y)) - cos(4 (x — y)) op de volgende 
manier: stel p = $ (x+y) en q= 7 (x — y); los vervolgens x en y op, dat wil 
zeggen druk x en y uit in p en q. Vul daarna x en y in het linkerlid van de vergelijking 
in en werk dit uit. Toon aan dat het resultaat overeenkomt met het rechterlid. 


Figuur 3.21 
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Van een hoek x is gegeven dat cosx = 2, Bereken cos(2x), sin(2x), cos(} x)en 


sin(4 x) zonder x zelf te berekenen. (Let op: er zijn meerdere antwoorden mogelijk.) 


Druk met behulp van Maple cos(4x) uit in sin(x) en/of cos(x). 


fa E 
Bewijs met behulp van Maple tan(x) = TT m ET 


Schrijf cos(x) + cos(y) als een product van twee cosinussen. 


De cyclometrische functies arcsin, arccos en arctan 


Wanneer we bijvoorbeeld de vergelijking sin x = 0,1234 willen oplossen, kunnen we 
dit met een GR. We gebruiken dan de toets met de functie sin *. Met deze toets 
wordt één hoek verkregen waarvoor de sinus 0,1234 bedraagt. Maar vanwege de 
periodiciteit van de sinus zijn er oneindig veel oplossingen. Deze worden uiteinde- 
lijk verkregen door formule (3.36) (zie de volgende paragraaf) toe te passen. De 
functie sin * werd al eerder genoemd, maar in deze paragraaf zullen we er dieper 
op ingaan. In de wiskunde is het overigens gebruikelijk deze functie met een andere 
naam aan te duiden. We schrijven in plaats van sin * meestal arcsin. 


Notatie: y = sin x <> x = arcsin y 


Arcsin (in sommige, wat oudere Nederlandse boeken ook wel bgsin genoemd) is het 
inverse functievoorschrift van de functie sin. Lees: arcsin x = de boog (arc) waarvan 
de sinus gelijk aan de waarde x is. De inverse functie van y = f(x) = sin x is de 
functie y = BLA) = arcsin x. 

Over domein (definitieverzameling) en bereik (waardenverzameling) van de functie 
y = g(x) = arcsin x is nog wel het een en ander op te merken. We weten uit hoofd- 
stuk 2 dat de grafiek van een inverse functie uit de oorspronkelijke functie kan 
worden verkregen, door de grafiek van de oorspronkelijke functie ten opzichte van 
de lijn y = x te spiegelen. 

Wanneer we echter de grafiek van y = f(x) = sin x (slechts een gedeelte is getekend 
in figuur 3.21, de rest is gestippeld) ten opzichte van de lijn y = x spiegelen, ontstaat 
een grafiek waarvan de functie niet zonder meer gedefinieerd is. Immers, voor een 
willekeurige waarde van x tussen -1 en +1 zijn er oneindig veel y-waarden. Echter, 
voor een willekeurige waarde van x mag er slechts één waarde van y zijn, anders is 
het geen functie. 
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Figuur 3.22 


Figuur 3.23 
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Om van y = g(x) = arcsin x een goed gedefinieerde functie te maken moet het 


bereik beperkt worden en wel zodanig dat er voor alle waarden voor x tussen -1 
en 1 één waarde van y hoort. Afgesproken is voor dit bereik het interval |— An, 4 n| 
te kiezen (dit verklaart dus waarom een GR bij het intoetsen van sin * altijd een 
waarde op het interval |- 4 z, 47] geeft. Hierdoor ontstaat de grafiek in figuur 3.22 
(het gestippelde gedeelte laten we dus weg). Het betreft nu een monotoon stijgende 
functie, die zodanig is gedefinieerd dat voor alle denkbare waarden van x er precies 
één y-waarde is. 

Samengevat: de functie y = g(x) = arcsin x is de inverse functie van y = f(x) 


sin x op het interval y € |- 4n, 4n]. Voor de definitieverzameling geldt x € [—1,1]. 


| Opdracht 
Bereken zonder GR arcsin 0, arcsin(4), arcsin(— 4 v3), arcsin(4 v2) en 
arcsin(—l) en controleer het antwoord met een GR. 


De functie y = g(x) = arccos x 

Op analoge wijze wordt de inverse functie van y = f(x) = cos x gedefinieerd. Ook 
hierbij dienen we rekening te houden met een beperking in het bereik, vanwege het 
hierboven genoemde verschijnsel. Ook wanneer we de gehele grafiek van y = 
f(x) = cos x spiegelen ten opzichte van de lijn y = x ontstaat de grafische voorstel- 
ling van iets wat in formele zin geen functie is. Om ertoe te komen dat bij iedere 
waarde van x tussen -1 en 1 precies één functiewaarde y hoort beperken we het 
bereik tot het interval [0,7]. De (monotoon) dalende grafiek van y = g(x) = arccos x 
is daarmee een feit (zie figuur 3.23). 






y =arccos x 








HOOFDSTUK 3 Goniometrie 


Wanneer we met de toets voor cos! op een GR de hoek berekenen met een gegeven 
cosinuswaarde, krijgen we dus altijd een waarde tussen 0 en m. 


; Opdracht 
Bereken zonder GR arccos 0, arccos (3), arccos(— 4 v3), arccos (4 2) en 
arccos(—1) en controleer het antwoord met een GR. 


Eigenschappen van arccos x en arcsin x 

De volgende eigenschappen gelden voor arcsen en arccos: 

e sin(arcsin x) = x voor —1 < x < l en arcsin(sin x) = x voor — Fr SS inr. 
Deze formules gelden omdat sin en arcsin elkaars inverse functievoorschriften 
zijn, zodat de functievoorschriften elkaar opheffen. Er moet echter worden opge- 
merkt dat sin(arcsin x) = x alleen geldt voor die waarden van x waarvoor 
arcsin x gedefinieerd is, dus voor x € [—1,1]. De tweede formule arcsin(sin x) = 
x lijkt in eerste instantie voor alle reële getallen te gelden (want sin x is gedefi- 
nieerd voor alle waarden van x), maar x moet hier beperkt worden tot 
- s A 5 d , omdat de arcsin nu eenmaal tot deze waarden beperkt is. 

e Een zelfde soort redenering geldt voor cos(arccos x) = x en arccos(cos x) = x 


, l 
e Er geldt de formule arcsin x + arccos x = z Tt voor elke waarde van x. De een- 


voudigste manier om deze eigenschap te bewijzen is door te kijken naar de 
relatie tussen de grafieken. 


Opdracht 
Teken achtereenvolgens de grafiek van y= fi(x) = arcsin x, 
y= fplX) = -arem z, y = BL) = dr — arcsin x en toon aan dat de laatst 


getekende grafiek overeenkomt met de grafiek van y = g(x) = arccos x. 





e sin(arccos x) = v1 — x? en cos(arcsin x) = V1 — x? 

Voor het bewijs: teken een rechthoekige driehoek waarvan een van de rechthoeks- 
zijden gelijk is aan x en de schuine zijde gelijk is aan 1. Voor de andere rechthoeks- 
zijde zijde geldt volgens de stelling van Pythagoras: r = v1 — x?. Wanneer a de hoek 
is waarvan de cosinus gelijk is aan x (= het quotiënt van rechthoekszijde x en 
schuine zijde 1), geldt sina = v1 — x? (zie figuur 3.24). 

Op soortgelijke wijze bewijzen we de andere formule. 


Opdracht 
Waarom is de gevolgde redenering feitelijk nog geen bewijs? Waarom zijn 
de afgeleide formules toch algemeen geldig? 





Figuur 3.24 G 
X 


ix? 


A B 
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Figuur 3.25 


Figuur 3.26 
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De arctangens 

Ook de tangens heeft een inverse functie. Wanneer y = tan x geldt x = arctan y. Het 
inverse functievoorschrift arctan berekent de hoek (in radialen) waarvan de tangens 
gegeven is. Bij het definiëren van de inverse functie y = g(x) = arctan x van y = 
f(x) = tan x lopen we opnieuw tegen een probleem aan. Wanneer de grafiek van 
y = f(x) = tan x (zie figuur 3.25) wordt gespiegeld ten opzichte van de lijn y = x 
ontstaat namelijk een grafische voorstelling van iets wat geen functie is: bij elke 
waarde van x zijn er oneindig veel waarden van y. 





Om tot de definitie van éen functie te komen wordt het bereik van arctan x beperkt 
, L_ sl n ; 
tot het interval ( — zgn). Daardoor ontstaat een monotoon stijgende functie, 


die gedefinieerd is voor x € (—oo,oo). De in de figuur 3.25 gestippelde gedeelten 
laten we dus weg. Zie figuur 3.26. 





y =arctan x 





Bij het oplossen van vergelijkingen van het type tan x = a moeten we er dus mee 


; s ji l 
rekening houden dat een GR altijd een waarde tussen — zren + z" berekent. Met 


formule (3.38) (zie de volgende paragraaf) vinden we alle oplossingen. 





Figuur 3.27 
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Opmerking 

sin X arcsin x 
tan x = — — , maar arctan x # 

COS x arccos x 


Opgaven bij 3.5 


Maak de tabel af zonder GR en controleer met de GR. 


arcsin x 


arccos x 
arctan x 





m " X s 

Bewijs tan(arcsin x) = = en sin(arctan x) = TET. 
Iemand kijkt naar een schilderij dat is opgehangen aan een muur. Zijn ogen 
bevinden zich op h meter boven de grond en op b meter vanaf de muur. De 
onderrand van het schilderij bevindt zich op p meter boven de grond (p < h) en 
het schilderij is q meter hoog (p + q > h). 

Druk de kijkhoek (dit is de hoek waaronder het schilderij bekeken wordt) uit in de 
gegeven variabelen. 


In AABC zijn de zijden a, b en c gegeven; druk hoek C uit in a, b en c. 


Goniometrische vergelijkingen 


In de praktijk komen we heel vaak vergelijkingen van het type sin x = a, cos x = a 
en tan x = a tegen. 


Los op sin x = 0,7. 


Oplossing: 

Een dergelijke vergelijking hebben we al eerder opgelost aan het begin van dit hoofdstuk. 
Toen waren we geïnteresseerd in één hoek waarvoor de vergelijking geldt. Kijken we 
naar de grafiek van de functie y = f(x) = sin x (die periodiek is met periode 27), dan 
zien we dat er veel meer waarden van x zijn die aan de gegeven vergelijking voldoen, 
onbeperkt veel zelfs. 

Eerst zoeken we één oplossing van de vergelijking met een rekenmachine. Sinds het 
hoofdstuk Goniometrische functies moeten we ons bedenken dat de oplossing in radia- 
ien de voorkeur verdient. We zetten de mode dus op radialen. Met de toets sin™! vinden 


we een hoek in radialen waarvan de sinus 0,7 is. 














Voorbeeld 9 
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sin x = 0,7 > x = arcsin(0,7) ~ 0,7754. Tekenen we een deel van de grafiek met de lijn 
y = 0,7 (zie figuur 3.27), dan zien we dat er op elke periode niet één, maar twee snij- 
punten zijn. Ook zien we, vanwege de symmetrie, dat deze snijpunten even ver van 0 als 
van t af liggen. Dat is verklaarbaar uit de algemene formule sin « = sin(n — a). Reke- 
ning houdend met de periodiciteit van y = f(x) = sin x komen we tot de conclusie dat 
de oplossingen van de vergelijking sin x = 0,7 moeten zijn: 

X = 0,7754 + k-2nenxen—01754 + k-2n ~ 23662 + k - 2r. Hierin is k een po- 
sitief of negatief geheel getal (of 0 uiteraard). a 


In voorbeeld 8 hebben we gezien dat de vergelijking sin x = sin « als oplossingen 
heeft: x = a + k : 2r of x = n — a + k - 27. Op een soortgelijke manier komen we tot 
de oplossingen van de vergelijking cos x = cosa of tan x = tang. 

Met de formules (3.36) t/m (3.38) kunnen we veel goniometrische vergelijkingen 


oplossen. 

e sinx=sinaex=atk.2nVa=n-a+tk:2n (3.36) 
èe COSX= cosa & x=4a+k-2rnVx=—a+k.-2r (3.37) 
e tanx = tana s x=4a+k- rn ` (3.38) 


In al deze formules is k een geheel getal (positief , 0 of negatief; notatie: k € Z). 
De belangrijke formules (3.37) en (3.38) volgen door de grafiek van y = f(x) = cos x 
respectievelijk y = f(x) = tan x te snijden met de lijn y = a. 


| Opdrachten 

! e Teken de grafieken van y = f(x) = cosx en y= f(x) = tanx in 
! aparte figuren, beide met de lijn y = a. Controleer de juistheid van 
l de formules (3.37) en (3.38). 

| e Beredeneer waarom in de formules (3.36) en (3.37) net zo goed 

—k . 27 geschreven had kunnen worden in plaats van +k - 2r. 


Veel vergelijkingen zij na enige bewerking te herleiden op één van de formules (3.36) 
t/m (3.38). 


Los op: 2 sin(3x) = v3. 


Oplossing: 
Eerst wordt de vergelijking in de vorm sin(y) = b gebracht: 
; : 1 
2 sin(3x) = V3 => sin(3x) = 73 
Dan wordt een hoek in radialen (er zijn er natuurlijk meer) bepaald waarvoor de sinus 
gelijk is aan > v3: 


sin(3x) = sin (5 z) 

De vergelijking is nu in de vorm van (3.36) gebracht, dus (met k € Z) 
1 1 2 

1) r a a a a 


of 
2 


1 2 2 
2) nr er eere 


N.B. Vergeet (aan het einde in dit voorbeeld) niet 2x ook door 3 te delen! oa 
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; 1 
Los op: COS X S sin(3x + 5e) 


Oplossing: 
Eerst wordt van de sinus in het rechterlid een cosinus gemaakt met de formule 


na = cos(7z a) 
sin « = COS dak, , dus 


cos x= COS Ta Ee = GOS a 3X 
wi 2 4 z 4 


Met behulp van formule (3.37) vinden we 
1 
x= s(37- 3x) + k-2n 
Hieruit kan x opgelost worden: 
1 1 1 1 
1 Kept tk nike EES KS tt 


1 
2 x= gtt -x= int k mergen 


In beide gevallen is k weer een geheel getal (k € Z). 





Los op: cos x = —2sin x 
Oplossing: 
Eerst delen we aan beide kanten van het =-teken door cos x: 
i sin x 
COSX = A aa aHa = —2tan x. 
COS X 
Hieruit kan tan x worden opgelost: tan x = —0,5. Met de GR wordt een hoek opgezocht 


waarvan de tangens -0,5 is: tan x ~ tan(—0,4636) (let erop dat de GR is ingesteld in 
radialen!). 

Vervolgens wordt formule (3.38) toegepast, met als resultaat: x = —0,4636 + kr 

(k € Z). 


Vergelijkingen oplossen met Maple 

Ook bij het oplossen van goniometrische vergelijkingen met Maple moeten we niet 
vergeten dat er bijna altijd meerdere oplossingen zijn. We geven twee manieren om 
al de oplossingen van een goniometrische vergelijking te vinden. 


> _EnvAllSolutions e= true: 
solvel(l sin(x)=0.5, Xx); 


0.52359877 + 2.09439510_ Bl ~ +6.28318530 Z1 ~ 
Hierin staat _B1 voor een zogenaamde Boolean (0 of 1) en _Z1 voor een geheel getal. 


> RootOf (cos (x)=0.5,x) 5 
RootOf (cos(_Z) — 0.5) 
> allvalues (5%) ; 


1.04719755 — 2.09439510_B2 ~ +6.28318530_Z2 ~ 
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Figuur 3.28 
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Dit is de tweede manier om alle oplossingen te vinden. 

Wanneer we alleen geïnteresseerd zijn in oplossingen tussen 0 en 2r kunnen we dat 
aangeven. Maar hiervoor is wel enige voorbereiding nodig. Wanneer we bijvoor- 
beeld opnieuw de vergelijking sin x = 0.5 willen oplossen kunnen we eerst de func- 
tie f(x) = sin x met de lijn y = 0.5 plotten, zodat we zien waar de snijpunten onge- 
veer liggen. Daarna kunnen we het interval waarop we het snijpunt willen weten 
nader specificeren. 


> plot{{sin (x) ;0-5}zx=0 .. 2% Pij? 





Opgaven bij 3.6 
Los de volgende vergelijkingen op: 
a sinx = 0,4 C Cosx=—È 


D tañ = 0,2345 d sin(2x) = 0,6723 


Los de volgende vergelijkingen op: 


a 3-sin(3x) =2 c (sin xitcos z) = 0,2527 

b (cos2x)° = 5 d (cosx)? — (sin x)? = 0,6784 
Los x op uit: 

a sinx—cosx= 0 c_2(cosx)* — (sin x)? =s 

b 3sin(2x) + 4cosx = 0 d 5cos(2x) + 12sin(2x) = 0 


Los x op uit: 
a sin(2x) = cosx c sin(3x — 1l) = cos(2x + 2) 
b sinx = cos(4x— 4n) tan(2x) = sin(2x) 


er 


Geef alle oplossingen van de vergelijking 5 cos x + 12 sin x = 7 (maak een plot). 


Los op: sin x = 4 x (maak ook een plot). 
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Los op: tan(3x) = cos(2x) met x € [0,27] (maak een plot). 


Herhalingsopgaven 

Een schip vertrekt van een haven en vaart 20 km in een richting, 15° oostelijk van de 
noordelijke richting op het kompas (in noordoostelijke richting dus). Vervolgens 
vaart het schip 10 km onder een hoek van 115° oostelijk van de noordelijke 
richting op het kompas (in zuidoostelijke richting dus). Wat is de afgelegde 
afstand ten opzichte van de haven? 

Iemand staat op een afstand van 40 m van een toren. Hij kijkt op ooghoogte 1,8 m 
onder een hoek van 50° ten opzichte van de horizontaal naar de top van de toren. 
Wat is de hoogte van de toren? Stel dat de hoek in werkelijkheid 50° +2° bedraagt, 


wat is dan de minimale en de maximale hoogte van de toren? 


In AABC is AB = 5, BC = 7 en a = 25° . Bereken de twee resterende hoeken en de 
resterende zijde. 


Los de volgende vergelijkingen op: 
o, l 
a sin(2x) = 0,1487 c tan (37 — x) = 4,6785 
l i l 
b cos (3x "a z) = 0,5621 d arcsin(2x) = 37 
Los de volgende vergelijkingen op: 
a sinx = cosx c tanx= sinx 


l l 
b sin(2x — 37) = cos(x — 1) d cos? x = 5 


Teken de grafiek van de volgende functies: 

a y=) = sin(2x- ze) c y=3:cos(3x 1) +1 
b y= f(x) = cos(n — xj d y= -2-sin(ze+ ze) 
Controleer het resultaat met een GR of Maple. 


Bewijs: (sin x + COS J = l + sin(2x) 


l 


i 2 
Bewijs: (cos 5 «)) -7 (1 + cos x) 


Schrijf als een product: 
a cos(2x) + COS X c cos(x — y) — cos(x + y) 
b sinx + cosx d sin(2x) — sin(3x) 


Teken de grafiek van y = f(x) = arcsin(2x) en los op: arcsin(2x) < 0,67 
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Figuur 3.29 


Figuur 3.30 


e Cosinusregel: 4 b? 


Goniometrie 


Samenvatting van hoofdstuk 3 


In elke rechthoekige AABCG, zie figuur 3.29, geldt: 
e Stelling van Pythagoras: c? = a? + b? 


li d htshoekszijd 
P MENON tegenoverliggende rechtshoekszijde a 


schuine zijde C 
aanliggende rechtshoekszijde b 
© cosa = — D 
schuine zijde C 
e hi tegenoverliggende rechtshoekszijde _ a 
p rechthoekszijde =b 
ÀA C 
b a 
C b 
Â r- B 
Lad 
B 5 C 


Regels voor het berekenen van hoeken en zijden in driehoeken 
In elke driehoek ABC (zie figuur 3.30) geldt: 














e De som van de hoeken in een driehoek is 180°, dus x + B + y = 180° 
a b 
sina sinf 
e Sinusregel: b = k 
sin siny 
a ë 








sina siny 


De sinusregel wordt gebruikt wanneer in een driehoek òf twee zijden en één niet 
insluitende hoek gegeven zijn, òf twee hoeken en één zijde gegeven zijn. Wan- 
neer drie gegevens bekend zijn, kunnen ook de overige onbekenden berekend 
worden. Dit geldt ook voor de cosinusregel. 


c = &@ + b — 2abcos y 


a Fe ane cos B 


aê = b? + cê — 2bc cosa 


De cosinusregel wordt gebruikt wanneer in een driehoek òf twee zijden en een 
insluitende hoek gegeven zijn, òf de drie zijden. 


OOFDSTUK 3 


Figuur 3.31 


Figuur 3.32 
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Radialen en graden 
Formules voor het omrekenen van graden naar radialen en omgekeerd: 


Goniometrische standaardfuncties 
. hase Ya voor alle a 
r 


Xa 
è Cosa = — = Xy voor alle « 
r 


l 
e tana = 2 voor alle « # p + kr (waarbij k een geheel, positief of 
% 


negatief getal is) 


ii i 
Pied 





Grafieken van goniometrische functies 
De grafiek van de functie y = f(x) = a + bsin(c(x — d)) met c > 0 komt als volgt 
tot stand: 


2 
1 de periode is Z 


2 de amplitude is b 
3 de evenwichtslijn is y = a 


4 het beginpunt is (d,a) 


Atje y =a+b.-sin(c(x-d)) 


% 
| 
o 
] 
i 
! 
i 
i 
i 
Pr E E 
N 
a 


l 
i 
l 
l 
|] 
[ 
I 
I 
I 
I 
I 
l 
L] 
L 
I 
I 


| 
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Goniometrische formules 





e (sin x)° + (cos x)? = 1 (stelling van Pythagoras) 
sin x 

e tanx = 
COS X 


l 
èe sinx = cos — x) 


E 
© COSX= sin = x) 


e sin(n — x) = sinx 

è COS(T — x) = — cosx 
e sin(—x) = —sinx 

© 


cos(—x) = cos x 


De som-productformules 
Met de volgende formules kan de sinus, cosinus of tangens van de som of het 
verschil van twee hoeken worden uitgedrukt in de sinus, cosinus en/of tangens 
van de hoeken zelf. 
sin(x + y) = sin x - cos y + cos x - sin y 
e sin(x -— y) = sinx - cos y — cos x - sin y 
cos(x + y) = cos x - cos y — sin x : sin y 
cos(x — y) = cos x - cos y + sin x - sin y 
tan x + tan y 
1 — 2- tan z- tany 
= tanx-tany 
- 142- tanx-tany 
e sin(2x) = 2sin x -cosx 


e tan(x + y) = 





è tan(x -— y) 


e cos(2x) = (cos x)? — (sin x)? = 2(cos x)? — 1 = 1 — 2(sin x)? 


De dubbele hoekformules: van enkele hoek naar dubbele hoek 
Met de volgende formules kunnen we de sinus en de cosinus van hoek x uitdrukken 
in de cosinus van hoek 2x: 


2 


e (cosx) = — (1 + cos2x) 


e (sinx)? = 


Dl Dol 


(1 — cos 2x) 


Som-productformules 
Van een som naar een product: 


è sinx+siny= 2sin( 5 e+») cos ze) 


eci 1 l 
è sinx — siny = 2sin( 5 œ -= )) cos») 


COS x + cosy = 2cos( 5x») cos; (x — y) 


COS X£ — COS y = =2 sin(5 (x + y) ; sin( (4 = y) 
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Van een product naar een som: 


i ; 
e sinx- cosy = 5 (sin(x + y) + sin(x — y)) 
e sinx-siny= 5 (cos(x — y) — cos(x + y)) 
®@ COSX-COsSy = 5 (cos(x + y) + cos(x — y)) 


Het oplossen van goniometrische vergelijkingen 

Met de volgende formules kunnen we veel goniometrische vergelijkingen oplossen. 
e siir =sine s r=0 +k- 2nVa=n—atk:2n 

e cosr= wosa S r=0+ kem V 4 == 4 k2 

e tanx=tanaex=atk.n 

In al deze formules is k een geheel getal (positief , 0 of negatief; notatie: k € Z). 
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Leerdoelen hoofdstuk 4 


Bij het bestuderen van het gedrag van een functie stuiten we soms op het probleem 
dat de functie in een bepaald punt niet gedefinieerd is. Dit kan bijvoorbeeld optre- 
den als het voorschrift van de functie een breuk is waarvan de noemer nul wordt in 
dat punt. Toch willen we vaak weten hoe een grafiek van die functie in de buurt van 
dat punt er uitziet. Ook zijn we geïnteresseerd in het gedrag van een functie als het 
argument zeer grote of zeer sterk negatieve waarden aanneemt. Limieten geven een 
mogelijkheid om op dit soort vragen een antwoord te vinden. 

Bij de differentiaalrekening kijken we naar de mate van toename of afname van een 
functie of fysische grootheid. Omdat met behulp van de differentiaalrekening maxi- 
ma en minima bepaald kunnen worden, is het ook mogelijk optimaliseringsproble- 
men op te lossen. 

Limieten spelen ook een belangrijke rol bij het begrijpen van de differentiaalreke- 
ning. 


In dit hoofdstuk komen de volgende onderwerpen aan de orde. 

het limietbegrip: wat is een limiet en wanneer kan deze gebruikt worden 

het herkennen van onbepaalde vormen 

het berekenen van limieten in eenvoudige gevallen 

het herkennen van standaardlimieten en deze kunnen gebruiken 

het gebruiken van Maple bij het berekenen van limieten 

het begrip continuïteit en het bepalen of een functie continu is in een bepaald 
punt 

differentie en differentiequotiënt 

definitie en betekenis van de afgeleide van een functie 

het gebruiken van standaardafgeleiden en rekenregels voor het differentiëren bij 
het bepalen van de afgeleide van een functie 

het bepalen van een raaklijn aan de grafiek van een functie 

Maple gebruiken bij het bepalen van afgeleiden en raaklijnen 

weten wat differentialen zijn en het gebruik ervan bij het bepalen van afgeleiden 
en het benaderen van veranderingen 


e het gebruik van de regels van L'Hôpital bij het berekenen van limieten 





Figuur 4.1 


Limieten en 
differentiaal- 
rekening 





Het limietbegrip 


Deze paragraaf gaat over het limietbegrip. Na het bestuderen ervan zou het duidelijk 
moeten zijn wat een limiet is en in welke gevallen deze gebruikt kan worden. Ook 
wordt in deze paragraaf aandacht besteed aan het berekenen van eenvoudige limie- 
ten. 

We beginnen met het bekijken van de functie met voorschrift y = f(x) = 
We tekenen een grafiek van deze functie met Maple. 


xe -—4 
Ağ — 8 





> restart: 
> f:= x> (x^2-4) / (4* x-8): 
> OLOE (T (KR) , 334) 
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De grafiek ziet eruit als een rechte lijn. Maar in paragraaf 2.2.1 hebben we gezien dat 
bij rechte lijnen eerstegraadsfuncties horen en de gegeven functie is dat niet. 


-Opdracht 
! e Geef het voorschrift van een eerstegraadsfunctie. 
~ @ Teken ook met de GR een grafiek van bovenstaande functie. 


We bekijken de functie en zien dat het voorschrift een rationale vorm (deling van 
veeltermen) is (zie $ 2.3). Een probleem bij breuken kan zijn dat we bij een bepaalde 
waarde van x door nul zouden delen. Dat is ook hier het geval. Ga na dat de noemer 
nul wordt, als we voor x de waarde 2 invullen. Deze waarde mogen we dus niet 
invullen. Toch lijkt er in de grafiek niets bijzonders aan de hand bij x = 2. We gaan 
aan de hand van een tabel bekijken wat er met de functiewaarde gebeurt als we x- 
waarden dicht bij 2 invullen. 


Tabel 4.1 


f(x) 

1,25 
1,125 
1,025 
1,0025 
1,00025 
1,9999 1,000025 





In de linkerhelft van de tabel laten we x tot 2 naderen, maar x blijft kleiner dan 2. 
De functiewaarde f(x) nadert tot 1. | 
Ook in de rechterhelft van de tabel laten we x tot 2 naderen, maar nu blijft x groter 
dan 2. De functiewaarde nadert ook nu weer tot 1. 

Ga na dat dit klopt met de grafiek. 

We formuleren dit wiskundig als volgt met een limiet: 


ha (14) =— 1. 
x—2 
In woorden: als x tot 2 nadert, ongeacht van welke kant, dan nadert de functie- 


waarde tot 1. 


î -We zeggen niets over de waarde van f(x) voor x = 2, maar alleen over de 
! waarde van f(x) voor x in de buurt van 2. 


Maple kan bovenstaande als volgt berekenen. 


> restart: 
> f:i=x-> (x^ 2-47 (4*x-8): 
> Limit (f(x) ens) = limit (T (x); =d) # 








xX —4 
Um = 
x=2 4x = 8 








Figuur 4.2 


Figuur 4.3 
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Bij het laatste commando zien we dat Limit (f (x) ,x=2) (met hoofdletter L) letter- 
lijk de limiet weergeeft terwijl limit (f (x) ,x=2) (met kleine letter 1) de waarde 
van de limiet bepaalt. 

De enige waarde van x die problemen geeft bij het invullen in het functievoorschrift 
is x = 2. In de buurt van x = 2 ligt de functiewaarde in de buurt van 1. In de grafiek 
geven we dit aan door het tekenen van een perforatie (gaatje) in de grafiek. Deze 
perforatie is niet te zien als we een tekening maken met Maple of met de GR. Bij het 
handmatig tekenen van de grafiek tekenen we de perforatie meestal wel. In figuur 
4.2 hebben we ook nog hulplijntjes getekend om de coördinaten van de perforatie 
beter zichtbaar te maken. De grafiek ziet er dan als volgt uit: 





We bekijken nu een tweede geval. We nemen de functie met voorschrift 


SN —& be 
y= gE) = TA Ook dit is een rationale functie. De functiewaarde is voor iedere 





x, behalve x = 3 te bepalen. 


We tekenen eerst een grafiek met behulp van Maple. In het plotcommando gebrui- 
ken we de optie discont=true. Dit voorkomt dat Maple een verbindingslijn tekent 
tussen twee punten op de grafiek die ver uit elkaar liggen. De optie thickness=3 
zorgt ervoor dat de grafiek wat beter zichtbaar is; de lijn wordt dikker gemaakt. 

> restart: 

> Gaat (3 RA) 7 (24-6): 

> plet{g(z),x=-l..6, y=-20..20,discort=true,thickness=3) ; 


20 





Paa iiir u 
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We zien dat er iets bijzonders aan de hand is in de buurt van x = 3. Met een tabel 
gaan we na wat er gebeurt met de functiewaarden g(x) als we voor x een getal in de 
buurt van x = 3 invullen. 


Tabel 4.2 






2,999 -2498,5 
23999 -24998,5 


Zoals we ook in de grafiek kunnen zien is het kennelijk zo, dat de functiewaarde zeer 
sterk negatief wordt als x kleiner is dan 3 en dus van de onderkant tot 3 nadert (zie 
linkerdeel van tabel 4.2). Ook zien we dat de functiewaarde zeer groot (sterk positief) 
wordt als x groter is dan 3 en dus van de bovenkant tot 3 nadert (rechterdeel van 
tabel 4.2). 

Met limieten formuleren we het gedrag in het linkerdeel van de tabel als volgt. 








li as ai 
Amg oo 


In woorden: ‘Als x naar 3 stijgt (x is dan dus kleiner dan 3) dan wordt de functie- 
waarde willekeurig sterk negatief’. We zeggen ook wel dat g(x) tot min oneindig 
(symbool: —oo) nadert. Of: ‘limiet van g(x) voor x nadert van onder tot 3 is gelijk aan 
min oneindig.’ 

In Maple ziet het er zo uit. 

~ restart: 

> Grens (3* x-4) / (2 RE) 2 

> Limit (g(x),x=3, left) = limit (g(x) ,x=3, left) ; 


ii 3x— 4 
x—=3-7 2X — 6 





in = (KE) 


De toevoeging left in de limieten is nodig om aan te geven dat we met een linker- 
limiet te maken hebben. De aanduiding x — 3 in de limiet geeft aan dat x tot 3 
nadert, maar wel kleiner is dan 3, in onze notatie gaven we dit aan met x Î 3. De 
nadering tot 3 gebeurt vanaf de linkerkant, oftewel x nadert vanaf de onderkant 
tot 3. 

Het gedrag in het rechterdeel van de tabel wordt als volgt met een limiet weergege- 
ven. 


m g(x) = 


In woorden: ‘Als x naar 3 daalt (x is dan dus groter dan 3) dan wordt de functie- 
waarde willekeurig groot (sterk positief)’ We zeggen ook wel dat g(x) tot oneindig 
(symbool: oo) nadert. Of: limiet van g(x) voor x nadert van boven tot 3 is gelijk aan 
oneindig.’ 

In Maple ziet het er zo uit. 


> restart: 
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> iem (3= x-4) / (2¥* 8-6): 
> Limit (g (X) „24, EIRE) = LIMIE (G (8) ;, 2-3, ELGAE) $ 
3x— 4 
ım = 
ES 2x—6 





De toevoeging right in de limieten is nodig om aan te geven dat we met een 
rechterlimiet te maken hebben. De aanduiding x — 3* in de limiet geeft aan dat x 
tot 3 nadert, maar wel groter is dan 3, in onze notatie gaven we dit aan met x | 3. De 
nadering tot 3 gebeurt vanaf de rechterkant, oftewel x nadert vanaf de bovenkant 
tot 3. 


De twee bovenstaande limieten bestaan niet als reëel getal. Met het sym- 
bool oo geven we aan dat de functiewaarde willekeurig groot wordt; oo is 
echter geen reëel getal. Soms wordt dan ook gezegd dat de genoemde 
limiet niet bestaat. Iets soortgelijks geldt voor —oo. 

Omdat de linker- en rechterlimiet verschillende uitkomsten hebben be- 
staat de ‘gewone’ limiet niet. Dus lim g(x) bestaat niet, zelfs niet als we 


de symbolen oo en —oo toelaten als uitkomst. 


Maple geeft dit als volgt weer. 

> restart: 

= gr=g=> (3*g-4) / (24 x-6); 

> bimit (g (x); z=3) = limit (g (x); x=3) 7 


"an 3x — 
y3 2x = 





k = undefined 


In bovenstaande voorbeelden hebben we gezien dat een nulpunt van de noemer 
heel verschillende situaties kan opleveren. In het eerste geval was aan de grafiek 
niets bijzonders te zien; het leek een rechte lijn. Nadere bestudering leerde dat er 
een perforatie in de grafiek aanwezig was, die bij het tekenen met Maple onzicht- 
baar is, maar bij het handmatig tekenen wel wordt weergegeven. In het tweede geval 
was er sprake van zeer sterk positieve of negatieve functiewaarden in de buurt van 
het nulpunt van de noemer. 

Saa 
2x=6 
kijken naar gedrag van de functie als x grote waarden aanneemt (het rechterdeel van 
de grafiek). 





We keren terug naar de grafiek van de functie met voorschrift y = g(x) en 


We tekenen het rechterdeel van de grafiek met Maple. 

> eStart: 

> greg (3" xd) / (2*zR=6) : 

> plot(aoix] x0 100, gel. .5,discont=trie, CMLEKNeSS=3) f 
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47 


Het lijkt erop dat de functiewaarde constant wordt als x groot wordt. 
We kijken of een tabel dit vermoeden kan bevestigen. 


Tabel 4.3 


Het lijkt erop dat de functiewaarde tot 1,5 nadert als x erg sterk positieve waarden 
aanneemt. 
Met een limiet noteren we dit als volgt 








lim g(x) = 1,5 


In woorden: ‘Als x steeds grotere waarden aanneemt dan nadert de functiewaarde 
tot 1,5. 

Of: ‘Limiet van g(x) voor x nadert tot oneindig is gelijk aan 1,5.’ 

Met Maple bereken we deze limiet als volgt: 

> restart: 

> Hi (3 HA) / (23-6) 2 

> Lamit (0 (3) K=InEinity) = Limit (ot CX) y KSLAELDIEY) j 


3x— 4 3 





li = 
kr 2x— 6 2 


__ Opdracht 
Ga zelf aan de hand van een tabel na dat 


lim g(x) = 1,5 


X——00 


en formuleer dit ook in woorden. 
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Bepaal ook de limiet met behulp van Maple (of een ander Computer- 
algebrasysteem). 


We formaliseren de gebruikte notaties en begrippen. 

Notaties 

e Als, terwijl x stijgt tot a, de functiewaarde f (x) tot +oo respectievelijk —oo nadert, 
noteren we dit als um f(x) = +œ respectievelijk m f(x) = —oo. Beide limieten 


zijn linkerlimieten. We zeggen ook wel dat deze limieten niet bestaan omdat de 


arseen ene kie 


uitkomst geen redel getal is. 


e Als, terwijl x daalt tot a, de functiewaarde f(x) tot +oo respectievelijk —oo nadert, 
noteren we dit als on f(x) = +oo respectievelijk gm f(x) = —oo. Beide limieten 
Xa Xa 


zijn rechterlimieten. Ook van deze limieten zeggen we ook wel dat ze niet be- 
staan omdat de uitkomst geen reëel getal is. 


e Als bij een steeds groter wordende x de functiewaarde f(x) tot L nadert, noteren 


we dit als „Jm TEL) — da 


e Als bij een steeds sterker negatief wordende x de functiewaarde f (x) tot L nadert, 
noteren we dit als „im TRI — dn 
Dn damd © ©) 


Het werken met tabellen is vaak niet handig en vergt veel rekenwerk. Bovendien is er 
altijd enige onzekerheid over de verkregen uitkomst. Het is in veel gevallen ook 
mogelijk om limieten te bepalen via een berekening. Dit kan met Maple of een 
ander computeralgebrasysteem, maar ook handmatig. Op het handmatig bereke- 
nen van limieten wordt in de volgende paragraaf nader ingegaan. 


Opgaven bij 4.1 


2x° — 2 
Gegeven de functie met voorschrift f(x) = EPE 


a Maak een tabel waaruit blijkt dat am f(x) = —4 en pi f(x) = —4 en plot een 
grafiek om het resultaat te controleren. 

b Maak een tabel waaruit blijkt dat lim fuo = Gen Le f(x) = 0 en plot een grafiek 
om het resultaat te controleren. 


c Is er een verschil tussen de situatie bij x = —1 en die bij x = 1? 


3 ee DE 
Gegeven de functie met voorschrift f(x) = TT Maak een tabel waaruit blijkt dat 


m f(x) = —oo en m f(x) = œ en plot een grafiek met Maple (of een ander 
Kym Al — 


computeralgebrapakket) of de grafische rekenmachine om het resultaat te 
controleren. 


3x 
E S y 





Gegeven de functie met voorschrift f(x) = 


Bepaal dim f(x) en „Em f(x). Wat betekent dit voor de grafiek van f? 
— 00 —— © ©) 
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sin(2t) 


Gegeven de functie met voorschrift f(t) = i 


a Bepaal met een tabel lim | FIE, 

b Bepaal im Ft). 

c Plot de grafiek van f en controleer daarmee de resultaten van onderdeel a en b. 
Gegeven de functie met voorschrift g(t) = 27* cos t. 

a Bepaal met een tabel lim | E(f): 

b Plot de grafiek van g. 


c Uit onderdeel a en b blijkt dat de functiewaarde tot een constante waarde nadert 
als t erg groot wordt. Welke waarde is dit en wat betekent dit voor de grafiek 
van g? 


Het berekenen van limieten 


Hoewel computeralgebrasystemen ingezet kunnen worden bij het berekenen van 
limieten is het toch van belang om in eenvoudige gevallen handmatig limieten te 
kunnen berekenen. Vaak is het mogelijk om vooraf in te zien of een limiet tot de 
‘probleemgevallen’ behoort of dat de limiet met relatief eenvoudig denk- en reken- 
werk te bepalen is. In deze paragraaf zal aandacht zijn voor het herkennen van 
probleemgevallen en eenvoudige limietberekeningen. Om dit mogelijk te maken is 
het ook nodig enkele standaardlimieten te kennen. 

We bekijken de limieten die in de vorige paragraaf met behulp van tabellen en 
Maple bepaald zijn. Eerst de limiet die nadere informatie geeft over de functie- 
waarde van f in de buurt van x = 2. 

Het berekenen van deze limiet verloopt als volgt. (De uitleg volgt direct na de be- 
rekening.) 











F 
. _ 1) 
im) lim oe n 
. (x—2)(x+2) 
=] 2) 
r dad l 
(x+2) 2+2 4 
mA 44 4 


(1) We proberen altijd eerst om de limiet te berekenen door de waarde van x in te 


0 
vullen: x = 2 invullen levert F dit is een probleem, omdat we dan door 0 


0 
zouden delen. Op de vorm 0 komen we later terug. We ontbinden teller en 


noemer. 


(2) We delen teller en noemer door x — 2. Dit is toegestaan omdat x # 2 en dus 
x — 2 #0 De limiet doet immers alleen een uitspraak over de functiewaarde in 
de buurt van x = 2 en niet voor x = 2 zelf. 
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(3) Nu berekenen we de limiet door x = 2 in te vullen. 


In de vorige paragraaf hebben we ook gekeken naar de functie g met voorschrift 





ya BE) : T We bestudeerden het gedrag in de buurt van x = 3. 


De berekening van de linkerlimiet voor x nadert tot 3 verloopt als volgt 





: . 3x—4 
ea EL o 
3x— 4 
a aa 
x13 2(x — 3) (2) 
= Š = —o0 (3) 


5 
(1) x = 3 invullen levert 0’ dit is een probleem, omdat we dan door 0 zouden 


delen. Omdat de teller ongelijk is aan 0 hoeft deze niet ontbonden te worden. 
Wel is het handig om de noemer te ontbinden (zie stap 2). 


(2) We gaan nu x = 3 invullen in de noemer en bedenken daarbij dat x tot 3 stijgt; 
x is dus (iets) kleiner dan 3 en daarom is x — 3 (iets) kleiner dan 0. Dit laatste 
duiden we aan met x — 3 = 0”. De noemer wordt dan: 2-0  = 0 . De noemer 
nadert dus tot 0, maar is wel negatief. 

(3) De teller is positief (x = 3 invullen geeft namelijk 5) en de noemer is negatief. 
De uitkomst van de deling is dus negatief en omdat de noemer naar 0 nadert is 
de uitkomst van de deling een sterk negatief getal, aangeduid met —oo. 


Opdracht 
Laat op dezelfde manier als hierboven zien dat uy p(x) = oo 
X 


In de berekeningen hierboven hebben we vrijwel ongemerkt gebruik gemaakt van 
een aantal rekenregels voor limieten. Zo hebben we in een breuk afzonderlijk de 
limiet van teller en noemer genomen en op elkaar gedeeld. Ook hebben we in een 
product afzonderlijk de limieten van de factoren genomen en die met elkaar ver- 
menigvuldigd. Deze en nog enkele rekenregels geven we hieronder formeel weer. 


P ki 
Rekenregels 
e lim c = c, waarbij c een reële constante. (4.1) 


Xd 


Voor de volgende rekenregels veronderstellen we dat lim flx)=L en 


lim g(x) = M, waarbij L en M reële getallen zijn (dus niet +oo of —oo). 


® lim (Erf) = g lim f(x) = c - L, waarbij c een constante is. (4.2) 
e lim(f(x)+g8(x)) = lim f(x) + lim g(x) = L + M (4.3) 
e lim(f(x) - g(x) = lim f(x) lim g(x) = L- M (4.4) 


lim f(x) 
NE kar 7 o L ; 
© ee = lim g0) EC) Sar mits M # 0. (4.5) 
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Voorbeeld 1 





Voorbeeld 2 





Voorbeeld 3 
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=- Opmerkingen 
¿2 @ De rekenregels zijn ook geldig voor linker- en rechterlimieten en voor 
} limieten voor x — +oo of x — —oo 


e De rekenregels zijn alleen geldig als alle gebruikte limieten bestaan. 


me) -2 im) 


-2 (im č- lim 2) =2 (1-3 = -2 
1 x—1 


X— 


Achtereenvolgens zijn de rekenregels (4.2), (4.3) en (4.1) toegepast. 
Een gebruikelijke, beknopte schrijfwijze is 


lim (2(2° —2)) =2: 0-2) = -2 i 








a E e T E E a 
lim ((x 2)2.(x 5)*) Ee E ape 8 È 
4 
m 2t lim +1) Bte a 1 
8 im) ()-3 A 2 
en 
Beknopter: 
i e a a 
waf keg a = 


Bij de berekening van de limieten in de voorbeelden 1, 2 en 3 kon de waarde waartoe 
de variabele nadert, steeds zonder problemen worden ingevuld. Omdat dit type 
limieten eenvoudig te berekenen is, is het verstandig altijd eerst na te gaan of de 
waarde waartoe de variabele nadert probleemloos ingevuld kan worden. 


| Opdracht 342 


Bereken lim ——————— 
x=] BX +3 


en ga na welke rekenregels zijn gebruikt. 


Gedrag voor grote argumentwaarden 

Hierboven bestudeerden we het gedrag van functiewaarden in de buurt van punten 
die niet tot het domein van de functie behoren. Hieronder kijken we wat er met de 
functiewaarde gebeurt als de variabele zeer grote of zeer sterk negatieve waarden 
aanneemt. Om dit mogelijk te maken bekijken we eerst een type limiet dat we 
daarbij nodig hebben. 

De limiet die we gebruiken is een zogenaamde standaardlimiet. Dat is een limiet die 
we nadat hij eenmaal bepaald is verder zonder nadere uitleg mogen gebruiken. 


s a A ; 
We maken aannemelijk dat lim e 0, mits « > 0. 
XC > 
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Al l l „pe 
We kiezen a = L, dan is — = — = —= en bepalen de limiet met een tabel. 
ye XT Vx 
Tabel 4.4 
/ 
| 
m r l ; l 
Kennelijk geldt lim —= = lim — = 0. 
koo /X X= Pl 


Opdracht 1 j 

Laat met een tabel zien dat lim am 0, voor a = len a = 2 en & = 7 
—>00 

Geldt dit ook voor a = —1? 





We bepalen nu één van de nog niet berekende limieten uit de vorige paragraaf. De 
toelichting staat na de berekening. 








3X 4 4 
34 em ZZ = (2) = lim Ee 
w26 Cmdr 6 T A S e, 6 
K X N 
3-0 3 
“20 2 


(1) Invullen van een groot positief getal in de teller maakt duidelijk dat de teller dan 
ook groot wordt. Dit geldt ook voor de noemer. Er ontstaat dan de vorm ©, In 
dit soort gevallen (zie Methode hieronder) delen we teller en noemer aa de 
hoogste macht van x in de noemer, in dit geval x. 

(2) We vereenvoudigen de ontstane breuken. 

(3) We bepalen van alle breuken in teller en noemer de limiet. Bedenk dat voor 


i li 
a > 0 geldt: Jim g= 0. 


Opdracht i 
Laat op vergelijkbare wijze als in bovenstaande berekening zien: | 


S sn , 1 
[Jim pix = 7 Hierbij mag gebruikt worden dat „im z" 0 als « een 


positief geheel getal is. 
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Standaardlimieten 
l 
lim — = 0, mits a > 0 (4.6) 
X—>oo x% 
i a | 
— = 0, mits « een positief geheel getal is (a € Z”) (4.7) 


x=- XC 


Methode 

Bij het berekenen van limieten van rationale vormen (veelterm gedeeld door veel- 
term), waarbij de variabele nadert tot +oo of tot —oo, gaan we als volgt te werk. Deel 
in teller « en noemer alle termen door de hoogste macht van de variabele die in ı de 


ae e 
noemer voorkomt. Gebruik daarna de rekenregels voor limieten en bovenstaande 
staridaardlimiet (eventueel meerdere keren). 


Dee ded 
De berekening van lim dln verloopt als volgt. 
Koo x-— 5x? 
2 
Beate ed 
„im AAR e Ra „im Re GE ea 
>00 Nee >00 IAEE 
xx 
dee 
—= lim X — i ide 
A00 erder — 5 — E 
Opdracht 


Ga in bovenstaand voorbeeld in elke stap na wat er gebeurt en welke 
rekenregels worden toegepast. 


Eus 


2 
z~ Verloopt als volgt. 
X300 = X — 2X 


E 
a e Be, Fota 
lim = lim 7 es 
Kn 22 bb. OMS 
x? x? 
mate se 
= nn bd ee (NG) 
XJ 9 , = 
X 
Deze limiet bestaat dus niet als reëel getal. E 


Onbepaalde vormen 

Hierboven hebben we bij het bepalen van limieten steeds eerst geprobeerd een 
uitspraak over de uitkomst te doen via invullen van de waarde waartoe de variabele 
naderde. We zijn daarbij soms gevallen tegengekomen die niet direct tot een ant- 


; : 0 OO s 
woord leidden. De vormen die ontstonden waren toen: gn Dergelijke vormen 
OO 
worden onbepaalde vormen genoemd. De belangrijkste onbepaalde vormen zijn: 


0 Hoo 


0 +o 
erni moeten doen. 


, 0 - oo en oo — oo. Als we dergelijke vormen tegenkomen, zullen we nader 
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Bij het nagaan of een vorm al dan niet onbepaald is komen we naast reële getallen 
ook vaak de symbolen +oo (of kortweg oo) en —oo tegen. Ondanks het feit dat +20 en 
—oo geen reële getallen zijn kunnen we er in veel gevallen wel mee rekenen. We 
maken daarbij gebruik van de volgende regels. 


Rekenregels voor oo 


oof = oo, als a > 0: 


Loo: eg = OO: 


C-oo =oo als c > 0 en c-oo == —oo als c < 0; 


60 + DO = 00; 


oo +c= œ en — oo +c = —oo, voor een willekeurige constante c. 


Opmerkingen 

Hoe moeten bovenstaande regels gelezen worden? 

e Als in een uitdrukking +oo voorkomt, kan daarvoor zowel +oo als —oo 

gelezen worden. 

e Als + en/of + meerdere keren voorkomen in een uitdrukking, dan 

dient steeds óf het bovenste óf het onderste teken (+ óf —) gelezen te 

worden. 

Met 0* bedoelen we een vorm die tot 0 nadert, maar wel positief is en 

0 is een tot 0 naderende vorm die steeds negatief is. 

e De rekenregels voor oo zijn vrij eenvoudig te onthouden en te gebrui- 
ken als oo gelezen wordt als ‘een heel groot getal’, —oo als ‘een heel 
sterk negatief getal’, 0* als ‘een heel klein positief getal’, en 0” als ‘een 
heel klein negatief getal’. 


Ee E S E 





led AN ES 


( 
yi 


A -~ Niet iedere vorm met daarin het symbool oo en het getal 0 is een pro- 
| bleem, zoals al te zien is aan bovenstaande rekenregels. 
Opdracht r N m 
| Maak aannemelijk dat geldt: — = 0, — = oo en — = —oo 
: oo O+ 0 
Asymptoten 


In de tekeningen van de grafiek van de rationale functie g uit paragraaf 4.1 kunnen 
we de verticale lijn met vergelijking x = 3 trekken. De grafiek van g nadert tot deze 


1 
lijn. Ook nadert de grafiek van g tot de horizontale lijn y = 1 7 Dergelijke lijnen 


worden asymptoten genoemd. De eerste is een verticale asymptoot en de tweede is 
een horizontale asymptoot. Asymptoten zijn dus lijnen waartoe de grafiek nadert, 
maar waarmee de grafiek niet komt samen te vallen. Dit is ook in paragraaf 2.3 aan 
de orde geweest bij de behandeling van rationale functies. 


We gaan nu een grafiek van een functie tekenen met Maple. Daarna berekenen we 
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enkele limieten die verband houden met opvallende situaties betreffende de grafiek 
en het functievoorschrift. 
y —3K +2 


We bekijken de grafiek van de functie f met voorschrift y = f(x) = pe 


Om een indruk te krijgen van de functie tekenen we eerst de grafiek van f. We doen 
dit met Maple. 

= restart: 

> fr=X-> (X^2-3* 8+2) / (8&^3-x); 


x2 — 3x +2 
yi € 


== 


> plot (f(x) ,x=-8..8,y=-10..15,discont=true, thickness=2) ; 





De optie discont=true is nodig om te voorkomen dat ver uit elkaar gelegen pun- 
ten met elkaar verbonden worden en de optie thickness=2 zorgt voor een dikkere 
en dus beter zichtbare lijn. 

In de grafiek is te zien dat er enkele punten zijn waar de functiewaarde niet bestaat. 
Er is iets aan de hand bij x = —1 en bij x = 0. Ook lijkt het erop dat de lijn y = 0 (de 
x-as) zowel naar links als naar rechts horizontale asymptoot is. 

We bepalen het domein van f. De functie is niet gedefinieerd als de noemer gelijk 
wordt aan 0. De nulpunten van de noemer bepalen we door het oplossen van de 
vergelijking x? — x = 0. We vinden de oplossing als volgt. 


-x=0e 


xr - 1) =0 
x(x—-l1)(x+1) =0 
k= 0ra lyg m] 


Aan de grafiek hadden we al gezien dat er bij x = —1 en bij x = 0 sprake was van een 
bijzondere situatie. Ook x = 1 behoort niet tot het domein; dit was echter aan de 
grafiek niet te zien. We onderzoeken de situatie in de drie genoemde punten met 
behulp van limieten. 

We beginnen bij x = —1 en berekenen de linkerlimiet. Soms komen we een 
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uitdrukking tegen, waarvan niet direct duidelijk is wat de uitkomst, of waarvan de 
uitkomst geen reëel getal is. Toch is het vaak handig om weer te geven wat de 
uitkomst is bij invulling van de waarde waartoe x nadert. Zo’n uitdrukking noteren 
we vaak met haakjes eromheen. Ook in onderstaande limietberekening hebben we 
dat gedaan. De verdere uitleg staat onder de berekening. 


2 
xe — 3x +2 4 
lim f(x)= lim ————————— = | — 
mna s= „HX ( ) 


ma x? —3x+2 4 
xî—-1 x(x — I)(x + 1) 


Het invullen van x = —1 in de teller geeft het antwoord 4. In de noemer invullen van 
x = —l geeft 0 als uitkomst. De waarde van de limiet is dus +oo of —oo. Het teken 
(+ of — is afhankelijk van het teken van de noemer. De noemer wordt ontbonden en 
in de drie factoren wordt x = —1 ingevuld. De eerste factor wordt dan —1, de tweede 
factor wordt —2 en de derde factor wordt een getal dichtbij 0, maar wel negatief, 
omdat x < —l en dus x+ 1 < 0. Het product van deze drie factoren is daarom 
negatief. De noemer is dus een negatief getal in de buurt van 0. 


-Opdracht 
-Laat zien dat lim f(X — öo. 
KA 
De uitkomst van de limieten geeft aan dat er sprake is van een verticale asymptoot 
met vergelijking x = —1. 
Vervolgens kijken we wat er bij x = 0 aan de hand is en berekenen de rechterlimiet. 


2 
xl — 3x+2 2 
lim f(x)= lim =| 
a y0 HX ) 


i x2- 3x+2 (ž) 
Saas C -=—- jee EC) 
xi0 x(x — I)(Xx + 1) 


Opdracht 
Geef op soortgelijke wijze als hierboven uitleg bij de laatste limietbereke- 
ning. 


ee 


En 


Ii 


-Opdracht 
-~ Laatzien dat Ja FIE) = pe, 
| pen 


Uit de laatste opdracht volgt dat ook de lijn x = 0 (y-as) een verticale asymptoot is. 
Tot slot de situatie bij x = 1. Hier berekenen we de limiet als volgt. 


2 —3x+2 /0 
lim f= lim sedens = (5) 
Kma 





xl XO -x 0 

…_ (x—l1)(x-— 2) l x—2 —] l 
nn Hen ene Ee 

gl x(x — 1)(x + 1) er x(x+1) 1-2 2 


Ga bij iedere stap na wat er gebeurt. 
Kennelijk is er bij x = 1 sprake van een perforatie. 
We hebben in figuur 4.5 gezien dat de x-as waarschijnlijk een horizontale asymptoot 
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is. Via een berekening proberen we zekerheid te krijgen. We berekenen of de x-as 
een horizontale asymptoot naar rechts is. 


2 pn 
. y“ — 3X 2 , 3 3 3 
lim fa = im SS (2) — lim X X xX 

kaats X00 Xr — K OO X—> 0 X xX 

B x3 

l 3 2 
nt L 5 _ 0-—0+0 0 
oo l 1—0 iis 
1-5 
x 


Ga de juistheid van iedere stap zorgvuldig na. 
De lijn y = 0 (x-as) is dus een horizontale asymptoot naar rechts. 


Opdracht 


_ Hir 
Bereken lim f(x) = lim — — —— en trek daaruit conclusies over 
X——00 X——00 LS —= KX 


een horizontale asymptoot naar links. 





Hierboven hebben we gezien dat de grafiek van f de x-as eerst in x = 2 snijdt, want 
f(2) = 0, terwijl hij voor groter wordende waarden van x weer tot de x-as nadert. 


= Uit bovenstaande blijkt dat een grafiek eerst een horizontale asymptoot 
kan snijden en er voor toenemende argumentwaarden toe kan naderen. 


| Opdracht 
Ga na of een grafiek ook een verticale asymptoot kan snijden. 


Insluitstelling 

Zonder bewijs vermelden we de zogenaamde insluitstelling. Het komt er op neer dat 
we proberen een functie in te sluiten tussen twee andere functies, die beide een 
gelijke limiet L hebben. De limiet van de ingesloten functie is dan ook gelijk aan L. 
Formeler luidt de insluitstelling: 


Stelling 
Als f(x) < k(x) < g(x) voor alle waarden van x in de buurt van a en 
lim f(x) = lim g(x) = L, dan geldt lim MES = L (4.8) 


Hierbij is L een reëel getal en mag voor a ook +oo of —oo ingevuld worden. 
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“oorbeeld 6 





Sein $ gal : 
We bepalen lim ge waarbij x gegeven is in radialen. 
XO 


Het probleem is hier dat sin x voor groter wordende x niet tot een vaste waarde nadert, 
maar blijft fluctueren. De waarde ligt echter wel steeds tussen —1 en +1. 
Er geldt dus 


—1 < sinx < 1. 


We delen door x en krijgen: 





=f sin X 1 
ee de | 
Ke 4 

Ook geldt 

im = en se | 
X =F 0O KRON A: Í 


Met de insluitstelling kunnen we dus concluderen: 


SHEN 
MME 
XO X 3 


Limieten van goniometrische functies 

Wellicht ten overvloede wijzen we er nogmaals op dat we bij goniometrische 
functies steeds met argumenten (de ‘x’ in sinx enzovoort) in radialen moeten | 
rekenen. 


sin x 





We proberen lim te bepalen. 


x—0 xX 
E ken À 
Invullen van x = 0 levert T Dit is een onbepaalde vorm die nader onderzoek ver- 


eist. We maken een tabel. 


Tabel 4.5 














sin x 
X 





Uit tabel 4.5 blijkt: lim si | 
xlo 


Opdracht ia 
Ga na dat de waarden van 





: 

niet veranderen als we x vervangen door 
sin x 

Xx 





ah 





zijn tegengestelde en concludeer daaruit dat am 
X 
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Samen met bovenstaande levert dit: lim F 
E 

Deze limiet is ook een standaardlimiet, die in het vervolg zonder meer gebruikt mag 

worden. 

We leiden uit deze limiet een andere standaardlimiet af. 




















sin x 
- tang , , sin x 
li — lim 0S% = UN e 
x=0 x x=0 x x-0 X - COSX 
>. Sinx l - SMZ … l 1 
= lim . = lim : lim =]-.-—>= 1 
x=0 x COS x x=0 X x—=0 COS X l 


Met bovenstaande standaardlimieten kunnen we andere limieten berekenen. In de 
volgende voorbeelden zullen we enkele eenvoudige gevallen daarvan laten zien. 





We bepalen lim 











x—0 tan x 
; ; 1 1 1 
lim = lim =— = — =- El. 
x—0 tanx  x—0 tanx im tanx 1 
X x—0 X | 
Opdracht 
| . E 
-~ Toon aan: lim — -i | 
| x—0 SIN x 


De twee laatste limieten beschouwen we voortaan ook als standaardlimieten. Daar- 
mee hebben we vier nieuwe standaardlimieten. 














Standaardlimieten 
sin x 
e lim = ] (4.9) 
x=0 xX 
: X , 
e lim — = ] (4.10) 
x—0 SIN x 
; tan x 
e lim =| (4.11) 
x=0 X 
: X ! 
e lim = ] (4.12) 
20 Tan x 


Met behulp van deze standaardlimieten kunnen we andere limieten berekenen. 











We bepalen lim Don 
X OX 
… sin(bx) SND 
lim 5 lim ~e 3 (stel nu 5x = p; als x — 0 dan ook p — 0) 
He sinp 5 Ta 5 


Met Maple gaat dit als volgt 

> Limit(sin(5*x)/(3*x),x=0)= limit(sin(b*x)/(3*x),x=0) ; 
im sin(5x) ok u 
x—0 3 X 3 
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a lim —s 5s d 
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… sin(7x) 
W len | : 
E Sop en nir tan(4x) 














| sin(7X) im sin(7X) 4x 7 
x=0tan(4x) x0 eE tanix) 4 
Yee 4 7 
ad Sn z AE ae 
-Opdracht 


k Controleer de berekening in voorbeeld 9 zorgvuldig en geef aan welke 


=  standaardlimieten zijn gebruikt. 


Opgaven bij 4.2 


Bereken, indien mogelijk, de volgende limieten 


























: x+2 8 Xx +2 
a Hm c lim 
x= x2 +4 x=»2 x2- 4 
; x+2 : x—2 
b lim -y d lim 5 
x—=2 (X—2) x2 Xe +4 
Bereken, indien mogelijk, de volgende limieten 
2 2 
KK HX 
a. lim 5 d. lim 5 
xlo xt — x rll x4- x 
2 2 
X + X . X AX 
b. l 5 e. lim 5 
En NX ATL A= 
xe +x HX 
8. 5 f lim 5 
x—>0 XS — xX xl Xx — X 
Bereken, indien mogelijk, de volgende limieten 
3tf +215 — 1 1 + 2u — 4uf 


U ge 
ico 219 HE 43 u>- 2u +u+5 











3 +2 — 1 1 + 2/u — Au? 
t Hm ” 1 +2vyu -4u 
foo 2t + £ +3 u=>œ 5+2u? +u 
ET -E 1 + 2/u — 4u? 
s Im spit 
t—oo 244 + 2 +3 ul 5+2uê+u 
Bereken de volgende limieten. 
sin(3x) sin(3x) 
a lim d bama 
x=0 2X x—=0 tan(2x) 
2 
tan x % 
b li e lim- 
xio 2% x—0 sin(3x) 
, Zx 
lim 


Ui ET | 
xio tan(2x) xl0 (sin(3x))° 
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in(3 
a lim sins) x) 
x=>œ0 2x 


b ihi sin(3x) 
X—00 X 


C 





lim — 
x—oo SIN x 





5 Bereken de volgende limieten. 
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d X 


im —————s 
aeret Sny) 





2 


e lim 2*sinx 
Vm Same e. O. 


f lim (e “sin 3x) 


X00 


Bereken de eventueel aanwezige horizontale en verticale asymptoten van de grafiek 


van de volgende functies. Maak een plot om de berekeningen te controleren. 








a y= f) = 2t 
b y =f) =z 
c y=f) == 
d vld = 
e y=f) = ar 











Ly) =S 
g J= = 
h y=flU= 
i y= f(u) = 
j y= fiu] s 


= ER De spanning U(t) (in volt) die over een weerstand in een stroomkring staat wordt 


gegeven door U(t) = Upe 10! cos(2t). 


a Plot de grafiek van y = U(t). 


b Bereken lim U(t) en bepaal de vergelijking van de horizontale asymptoot van 


de grafiek van y = U(t). 


c Bepaal de snijpunten van de grafiek van U met de horizontale asymptoot. 





b Wat is een kandidaat voor een verticale asymptoot? 
c Bepaal (met tabel of Maple) de limiet(en) die nodig is (zijn) om aan te tonen of er 
al dan niet een verticale asymptoot aanwezig is. Wat is de conclusie voor wat 


betreft deze asymptoot? 


We bekijken of de grafiek van y = f(x) = x In x asymptoten heeft. 
a Bepaal het domein van f. 


d Bepaal de limiet(en) die nodig zijn om na te gaan of er horizontale asymptoten 
aanwezig zijn. Wat is de conclusie voor wat betreft deze asymptoten? 


43 Continuïteit 


431 Definitie van continuïteit 


2 


Met het begrip continuïteit geven we populair gezegd aan of de grafiek van een 
functie getekend kan worden zonder onderbrekingen. De grafiek van een continue 
functie vertoont geen gaten en/of sprongen. Bij het bepalen of een functie al dan 


niet continu is, wordt gebruik gemaakt van limieten. 








In woorden kunnen we continuïteit in een punt als volgt aanduiden: 
De functie f met voorschrift y = f(x) is continu in een punt x = a als de functie- 
waarde f(a) bestaat en er in de grafiek van f bij x = a geen gat zit en de grafiek bij 
x = a ook geen sprong vertoont. 

Met limieten kunnen we dit als volgt formuleren. 


Definitie 

Een functie f met voorschrift y = f(x) is continu in een punt x = a als aan de 
volgende drie voorwaarden is voldaan: 

— f(a) bestaat, dat wil zeggen: a € Df; 


= lim f(x) bestaat; 
- lim f(x) = f(a). 


Als aan één of meerdere voorwaarden niet is voldaan dan noemen we f discontinu 
WE = &. 


Opmerkingen 

e De definitie is samen te vatten tot: 
Een functie is continu in x = a & lim f(x) = f (4) 
Bij een onderzoek naar continuïteit is het vaak handiger om met de 
uitgebreide definitie te werken. 

e Het bepalen van lim f(x) gebeurt vaak door afzonderlijk zowel de 


linker- als de rechterlimiet te berekenen: 


lim f(x) = Le imfir E= Len imf ek 


xÎa xla 


De functie met voorschriftf(x) = x? — 3x + 1 is continu in x = 3 omdat aan de drie 
voorwaarden uit de definitie is voldaan. 

3 E€ De. 

lim f(x) bestaat, want lim f(x) = lim (x -3x +1) =9-9+1=1. 

XJ XJ X—3 


lim f(x) = f(3), want f(3) = 1 en im f(x) = 1 (zie hierboven). 
Xx EEn 


In paragraaf 4.2 bekeken we de functie f met voorschrift 


BRG 
V= IAS dE We kijken naar de situatie in de buurt van x = 1. 
X =r 
1 Fa 
Daar is berekend: lim f(x) = — 7 Dus de limiet bestaat. 
XX 


Toch is f niet continu in x = 1, want 1 ¢ D; (f(1) bestaat namelijk niet). 


We bekijken de functie uit voorbeeld 11 opnieuw, maar nu voor x in de buurt van —1. 
Omdat f(—1) niet bestaat behoort —1 niet tot het domein van f. De functie f is daarom 
niet continu in x = —1. 

Voor de limieten geldt: am f(x) = —oo en am f(x) = oo. Beide limieten bestaan dus 
niet. 
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Voorbeeld 13 


Figuur 4.7 


4.3.2 
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In voorbeeld 11 is de soort discontinuïteit heel anders dan in voorbeeld 12. 

Bij x = 1 zit er een perforatie (gaatje) in de grafiek. Bij x = —1 is er sprake van een 
verticale asymptoot. Er zijn nog veel meer soorten discontinuïteit te onderscheiden. 
Een ervan laten we aan de hand van voorbeeld 13 zien. 


We bekijken een functie fwaarvan het voorschrift uit twee delen bestaat. Het voorschrift 
van f luidt: 


f(x) = 


x voor x < —1 
EX MOor Ks ii 


Een grafiek van f is in figuur 4.7 getekend. 





Voor deze functie geldt: 
> u fixy = i x = —1, want de limiet is een linkerlimiet en voor x < —1 geldt het 
Nl A 


voorschrift f(x) = x. 


> ui Fe = A = 1, want de limiet is een rechterlimiet en voor x > —1 geldt 
Ny A 


het voorschrift f(x) = —X. 


> Omdat linker- en rechterlimiet verschillend zijn bestaat lim f(x) niet. 
X 


—> — 


De grafiek van f vertoont een sprong met hoogte 2 bij x = —1. Aan de limieten is dit te 
zien omdat het verschil van de limieten gelijk is aan 2. ad 


Soorten discontinuïteit 


In de voorbeelden 11, 12 en 13 zijn drie soorten discontinuïteiten aan de orde ge- 
weest. We beschrijven ze formeel op de volgende manier. 


Ophefbare discontinuiteit 
Een functie heet ophefbaar discontinu in x = a als ag Dp (dus f(a) is niet gedefi- 


meerd) enb f1X) = Wa fik) — Le 
xta xla 


Om de discontinuïteit op te heffen definiëren we een functie f die voor x # a gelijk 
is aan f en voor x = a gelijk is aan de limietwaarde L. Er geldt dus: 


~- e voor x#a 


wp a 
J) i VOOr HL = d 
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Ga na dat de functie f continu is in x = a. 


-Opdracht 
Ga na dat de functie uit voorbeeld 11 een ophefbare discontinuïteit in 
0 > x= 1 heeft. 


Eindige sprongdiscontinuiteit 
Een functie f heeft een eindige sprongdiscontinuiteit in x = a als lim f(x) en 
m f(x) bestaan, maar wel ongelijk zijn aan elkaar. 


Opdracht 
Ga na dat de functie in voorbeeld 13 een eindige sprongdiscontinuïteit 
l vertoont voor x = —1. 


Oneindige discontinuiteit 
Een functie f heeft een oneindige discontinuiteit in x = a als im f(x) en/of lim f(x) 
gelijk zijn aan +œ of aan —oo. ma 


-Opdracht 
l Ga na dat de functie in voorbeeld 12 een oneindige discontinuïteit ver- 
| toontvoor x = —1. 

Voorbeeld 14 Bekijk de grafiek van de functie f die in figuur 4.8 getekend is. 





Figuur 4.8 





De getekende functie is in bijna alle punten continu. We bekijken de punten waarvan de 
waarde op de x-as vermeld is. ) 


We zien bij x = —1, een perforatie in de grafiek, de functie f is niet continu in x = —1, 
maar de discontinuïteit is wel op te heffen. Immers, door voor x = —1, de functiewaarde 
2 toe te voegen, ontstaat een nieuwe functie die wel continu is x = —1. Hier is dus 


sprake van een ophefbare discontinuïteit. 

Bij x = bis de situatie anders. De linker- en rechterlimiet bestaan, maar zijn ongelijk aan 
elkaar. De grafiek vertoont een sprong ter hoogte 2. Hier hebben we dus te maken met 
een eindige sprong-discontinuteit. Hoewel de situatie enigszins anders is bij x = 16, is 
ook dit een eindige sprong-discontinuïteit. 

Bij x = 0 en bij x = 9 is de situatie weer anders. In deze punten is sprake van een 
oneindige discontinuïteit. 
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Voorbeeld 15 
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Bij x = 13 is de functie continu. Linker- en rechterlimiet en functiewaarde zijn namelijk 
allen gelijk aan elkaar. 2i 


Ga alle beweringen in voorbeeld 14 zorgvuldig na. 
Verwisseling van limiet nemen en functiewaarde nemen 


Bij het berekenen van limieten is het soms handig om een tweetal bewerkingen te 
verwisselen. We bedoelen hier de bewerking ‘limiet nemen’ en de bewerking ‘func- 
tiewaarde nemen’. Deze omwisseling maakt het berekenen van limieten soms een- 
voudiger. In de hierna geformuleerde regel staat onder welke voorwaarden deze 
omwisseling mag . 


Regel 
Als lim f(x) = L én g(v) is een continue functie in v = L dan geldt: 
lim g(f(x)) = g( lim f(x)) = g(1) (4.13) 


In woorden: het omwisselen van het nemen van de limiet en het nemen van de 
functiewaarde onder de functie g is toegestaan als g een continue functie is in het 
betreffende punt. 


e 
We bepalen lim aean uie Ca 
Xd? x? T 4 


Er geldt: 


erenn O Mau a 


— n = IM == > al 
E O C., ak (Xx —2)(x +2) e3 (x+2 4 


Omdat g(v) = /v continu is in v = + mogen we bovenstaande stelling toepassen. 
Er geldt dan: 


, 2x2? —7x +6 — 2x2 —7x+6 CABS 
HMA im ee ee 
x—2 XA Xx? Kad 4 2 z 


Opgaven bij 4.3 


Bepaal waar de volgende functies discontinu zijn en geef, indien mogelijk, het type 
discontinuïteit aan. 








244 +5 
€ iHe c SO = Er 
Z E 
bm TORR 


x+2 
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Bepaal waar de volgende functies discontinu zijn en geef, indien mogelijk, het type 
discontinuïteit aan. 


xe — 3x voor x < 0 





9 
a flx)=d x-3 war Kl b f(X) = sin( re) voor 0 < x <3 


6 voor x= 3 5 
Xx“ —3X voor xr>3 


De functie f , waarvan hieronder het voorschrift gegeven is, is een continue functie. 
Bepaal de constante a. 


tan(3x) 


FE) = 2x 


a voor x= 0 


voor x # 0 


Bepaal indien mogelijk de volgende limieten. 











a lim sin(arctan x) ë lime : 
00 x10 
sin x sin X 
;. © : e 
b lim d lim 
x0 X X> Y 


Bepaal indien mogelijk de volgende limieten. 


, sin t i sin f 
a lim m( ) c lim m( ) 
t10 t t— o0 t 


b im (2 r) 
t10 t 











Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = ex, 

Bepaal de horizontale en verticale asymptoten van f, de punten waar f discontinu is 
en het soort discontinuïteit. 

We kiezen voor de volgende aanpak. 


Probleemanalyse 

e Hoe is de aanwezigheid van een horizontale asymptoot te bepalen? 

e Watzijn de kandidaten voor een verticale asymptoot en hoe krijgen we zekerheid 
over de aanwezigheid ervan? 

e Voor welke waarde van het argument x zou er een discontinuïteit kunnen op- 
treden en hoe krijgen we daarover zekerheid? 

e Plot de grafiek met een GR, met Maple of met behulp van een tabel met 
functiewaarde om een idee te krijgen over de gevraagde asymptoten en discon- 
tinuïteiten. 


Oplossingsplan 
e Welke limieten moeten we berekenen voor de bepaling van een horizontale 
asymptoot? 


e Bij welke uitkomst is er inderdaad sprake van een horizontale asymptoot? 
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Voorbeeld 16 
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e Fen verticale asymptoot is een lijn met vergelijking x =---. We moeten dus 
bepalen am f(x) en lim f(x). Bij welke uitkomsten is er een verticale asymptoot? 
XT XL 


e Welke limieten moeten berekend worden om discontinuïteiten aan te tonen? Bij 
welke uitkomsten is daar dan sprake van en van wat voor soort? 


Uitvoeren oplossingsplan 
Bepaal de limieten uit het oplossingsplan en trek conclusies uit de uitkomsten. 


Controle 
Zijn de getrokken conclusies in overeenstemming met de prognose? 


Gegeven de twee functies f en g met de voorschriften 


1 ] 
xsin 5) voor x # 0 sin A voor x # 0 
f(x) = xX ?łen?g(x) = xX 


0 voor x= 0 0 waor xy = 


Onderzoek de beide functies met behulp van Maple op discontinuiïteiten. Voer dit 
onderzoek uit met behulp van limieten. Grafieken zijn goed bruikbaar ter controle. 
Geef zo mogelijk bij de discontinuïteit het type ervan aan. 


Inleiding tot de differentiaalrekening 


Het onderwerp waar we ons nu mee gaan bezighouden, de differentiaalrekening, is 
van zeer groot belang bij het toepassen van wiskunde in vrijwel ieder vakgebied. Als 
een verandering van een grootheid en de mate waarin deze verandert een rol speelt 
is differentiaalrekening een onmisbaar hulpmiddel om deze grootheid en de toepas- 
sing waarin deze aan de orde komt te beschrijven. 

Om de betekenis van de differentiaalrekening te kunnen begrijpen dienen we eerst 
een aantal begrippen te kennen. 


Differentie en differentiequotiënt 


We geven een voorbeeld om de begrippen differentie en differentiequotiënt duide- 
lijk te maken. 


Het verloop van een autorit van Den Haag Centrum naar Utrecht is getekend in het 
plaats-tijd-diagram van figuur 4.9. 
De gemiddelde snelheid over de gehele rit is gelijk aan 


65 65 
Vgem Eee 1,3 km/min, ofwel Vgem = —— X 60 s 78 km/uur. 
50 50 
De zojuist berekende gemiddelde snelheid zegt weinig over het snelheidsverloop tijdens 


de rit. De grafiek laat namelijk zien dat de snelheid niet constant was. De auto heeft zelfs 
een keer even stilgestaan. gi 
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Figuur 4.9 plaats afstand 
(km) 
Utrecht o deden nnn rename 





Het verloop van een 
autorit Den Haag- 
Utrecht 


Woerden DJ pre ee 


Gouda e r err an id 





Zoetermeer 15+4--------------------------7 
Voorburg ia E E 





Den Haag 





10 20 30 40 50 t 
(minuten) 


Opdracht 


Geef aan waar de auto heeft stilgestaan. 


l 
Willen we meer kunnen zeggen over het snelheidsverloop dan moeten we een 
kleiner tijdsinterval nemen waarop we de gemiddelde snelheid berekenen. Zo was 
de gemiddelde snelheid gedurende het eerste kwartier gelijk aan 

verandering in afstand 10 


ARDE = — X 60 = 40 km/uur. 
verandering in tijd 15” is 





Vgem = 


Op het traject Zoetermeer - Gouda bedroeg de gemiddelde snelheid 


verandering in afstand 20 





1 = TT = — X 60 = 120 km 
"gem verandering in tijd 10” haaks 
-Opdracht 
Hoe groot was de gemiddelde snelheid gedurende het tweede kwartier 


EESE 


van de rit en hoe groot was deze gedurende de laatste 15 kilometer? 


In voorbeeld 16 is sprake van veranderingen (verandering van plaats en tijd). Derge- 
lijke veranderingen noemen we differenties (differentie betekent verschil) en wor- 
den aangeduid met het symbool A (delta). Bij een toename is de differentie positief 
en bij een afname is deze negatief. 

In voorbeeld 16 is de gemiddelde snelheid bepaald door twee differenties op elkaar 
te delen. We zeggen daarom dat de gemiddelde snelheid een differentiequotiënt is. 
Als we in het eerste voorbeeld de afgelegde weg aanduiden met s (in kilometers) en 
de tijd met t (in minuten) dan is de gemiddelde snelheid de gemiddelde toename 
van de afgelegde weg per tijdseenheid en daarmee gelijk aan het differentiequotiënt: 


V = Ag km/min 
gem — Af . 
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Figuur 4.10 
De differenties van x 


en y 
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Voor de functie y = f(x) = yx berekenen we het differentiequotiënt (de gemiddelde 
verandering) op het interval [1,4]. De toename van de functiewaarde is 

f(4) — f(1) = 2 — 1 = 1 en de toename van het argument is 4 — 1 = 3. Het gevraagde 
differentiequotiënt is dan gelijk aan 

AY ARO 


Ax AX g: yi 





Opdracht 

Maak een schets van de grafiek van de functie uit bovenstaand voorbeeld 
en laat zien dat het berekende differentiequotiënt gelijk is aan de rich- 
tingscoëfficiënt van de lijn door de punten (1,1) en (4,2). 


Mt EEE 


In bovenstaande opdracht was het differentiequotiënt gelijk is aan de richtingscoëf- 
ficiënt van de lijn door de punten (1,1) en (4,2). Meer algemeen kan dit als volgt 
verwoord worden. De richtingscoëfficiënt van de lijn door de twee punten (af (a)) 
en (b‚f(b)) op de grafiek van f is gelijk aan het differentiequotiënt 

Ay _ Afw _ f(b) - fa) 


Ax Ax Dd 





Als we bij een functie f met voorschrift y = f(x) (zie figuur 4.10) het argument met 
Ax laten toenemen van x tot x + Ax, dan is het differentiequotiënt gelijk aan 
Ay _ Af(x) _ f(x + Ax) - f(x) 


Ax Ax Ax aak 





Bij een toename nemen we Ax positief en bij een afname negatief. 





Opmerking 

Een rechte lijn die door twee punten op een grafiek of andere kromme 
gaat wordt ook wel een koorde genoemd. De lijn door de punten A en B in 
figuur 4.10 is dus een koorde. 


gs 

5 

| 
Ol 
| 
i 





We bepalen het differentiequotiënt van de functie y = f(X) = 3x — 2. 


Af(x) f(x + Ax) — f(x) 





Ax AX 
EEN RAX S reder LOM ae) 
ij Ax 
in (3x + 3AX — 2) — (3x — 2) SAX 2 
AX AX 


In de laatste stap is deling door Ax toegestaan omdat Ax # 0. 
Kennelijk is het hier berekende differentiequotiënt onafhankelijk van x. De richtings- 
coëfficiënt van iedere koorde is blijkbaar gelijk aan 3. 


Opdracht 
Maak een schets van de grafiek van de functie uit bovenstaand voorbeeld 
en verklaar het feit dat het differentiequotiënt altijd gelijk is aan 3. 


We bepalen het differentiequotiënt van de functie y = f(x) = x? + 3x. 


2 
AFO Ke A TO (x+ Ax) +3(X + Ax) — (x? + 3x) 
Ak Ax a AX 
(xd + 2XAX + (AOF 3x + 3Ax) ERAR AN (Ax)-+3Ax 


AX AX 





Ax(2 A 3 
o ONA TATU I a AIALA A 
AX 
Voor deze functie is het differentiequotiënt (en dus de richtingscoëfficiënt van de koorde) 
afhankelijk van de plaats op de grafiek (x komt erin voor) en ook van de grootte van het 


‘stapje’ Ax dat genomen wordt. 


Definitie en betekenis van de afgeleide 


De snelheid als afgeleide 

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat de gemiddelde snelheid op een tijds- 
interval niet veel hoeft te zeggen over de snelheid op een bepaald moment. Als we 
echter de lengte van het tijdsinterval waarop we de gemiddelde snelheid berekenen 
steeds kleiner laten worden, krijgen we een steeds betere benadering van de snel- 
heid op een bepaald moment . 

De snelheid op het moment t = fg (de zogenaamde momentane snelheid) kunnen 
we berekenen door in het differentiequotiënt, dat de gemiddelde snelheid voorstelt, 
het tijdsverschil At steeds kleiner te nemen. De momentane snelheid op t = tọ is 
dan gedefinieerd als de limiet van de gemiddelde snelheid op het tijdsinterval 
[toto + Atl voor At — 0. In formulevorm geven we dit als volgt weer: 


t At) — s(ġ 


At=0 Af _ At—0 At 


Dit geldt voor iedere tọ waarvoor de limiet bestaat. 
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De snelheid v = v(t) als functie van de tijd op een willekeurig tijdstip t vinden we 
door de tijd t in te vullen voor het tijdstip to: 


… AS …_ S(t+ Af) —s(t) 
t) = lim — = lim | 
vLE, Afs0 AÉ At At 


Voorbeeld 20 Een fietser vertrekt op t = 0 voor een drie uur durende recreatieve fietstocht. Voor de 


afgelegde weg s(t) geldt: s(t) = 30t? — 10f° (t in uren en s in kilometers). We beant- 
woorden de volgende twee vragen. 

Hoelang duurt het voordat de fietser een snelheid van 22,5 km/uur bereikt? 

Op welk tijdstip is zijn snelheid maximaal en hoe groot is de maximale snelheid? 


(4.16) 








Oplossing 
We berekenen eerst de snelheid v(t) van de fietser. 
noe 
z- At) At 
i s(t + At) — s(t) 
< Kay, 
Ato At 
2 3 2 3 
(30 + Af? 10(t + At?) — (3042 — 102) 
lm e 
At—0 At 
SN 60tAt + 30(At)?—30tAt — 30t(At)-—10(At)® 
At S0 At 


Il 


„im, (60e + 30(At) — 3012 — 30t(At) — 10(A0?) — 60t — 302 


In de berekening van (t + At)? gebruiken we: (a + b)? = a + 3a2b + 3ab? + b3. 
Ga de berekening van v(t) zorgvuldig na en maak daarbij zonodig nog enkele extra 
tussenstappen. 

Om de eerste vraag te beantwoorden lossen we op v(t) = 22,5. 


v(t) = 225 
60t — 30t? = 22,5 
A el 
1 1 
t=—Vt=1— 5 
7 V 7 (abc - formule) 


Het duurt dus een half uur voordat de gegeven snelheid voor het eerst bereikt is. 

Voor de het antwoord op de tweede vraag moeten we bekenken dat de grafiek van de 
snelheid v een bergparabool is, met top (1,30). De maximale snelheid wordt dus na 1 uur 
bereikt en bedraagt 30 km/uur. zi 


Opdracht 
Op een gegeven moment komt de fietser weer tot stilstand. Wanneer is 
-dat en welke afstand heeft hij dan afgelegd? 


en Maude 


In voorbeeld 20 hebben we v(t) berekend als functie van de tijd t. We hebben de 
limiet van het differentiequotiënt van s(t) genomen. 





167 


De functie v(t) noemen we de afgeleide functie of kortweg afgeleide van s(t). Hij 
ds(t) 
dt 
In de mechanica wordt, uitsluitend voor de afgeleide naar de tijd t, ook wel de 
notatie met een punt boven de variabele s, dus 5(t) (spreek uit: ‘fluxie-es-tee’) ge- 

bruikt. 
Voor de in voorbeeld 20 berekende snelheid v kunnen we nu ook schrijven 


wordt genoteerd als f als s'(t) (spreek uit: ‘es-aksent-tee’). 








-dash _ om AS um SEAD- SE) _ eot 3072 


/ 
== A = -ag S 
vit) = s (t) dt AO At At—0 At 


De volgens formule (4.15) berekende snelheid v(t) is dan de afgeleide van s(t) op 
tijdstip t = to: 


v(t) = s'(to) 


Definitie van de afgeleide 

De begrippen uit bovenstaand voorbeeld gaan we nu algemeen formuleren. 
We nemen een functie y = f(x). 

De afgeleide van f(x) in het punt x = a, notatie f'(a), vinden we als volgt: 


Pa = lim FETAN -SA 


Ax—=0 Ax zand 


Als f'(a) bestaat, dan heet f differentieerbaar in het punt x = a. 
De afgeleide van f(x) in het punt met x-coördinaat x vinden we door substitutie van 
x in plaats van a in formule (4.17), zie ook figuur 4.8: 


IA — Af) f + Ax) — f(%) 
f (x) = Axo Ax AE Ax GRLA 


De zo gedefinieerde functie f'(x) is weer een functie van x: de afgeleide functie van 
f(x). Formule (4.18) heet de definitieformule van de afgeleide functie. Voor de afge- 
leide van de functie y = f(x) zijn ook verschillende andere notaties mogelijk: 


df(x) y dy / 
dx PAGET Pn y 








We bepalen de afgeleide van f(x) = x. 





i f(x + Ax) — f(x) 
f: Li cht | : 
a dx AED AX 
vn AA AN ANN 
nn AX en AX el 


1 
We berekenen de afgeleide van f(x) = z 


We bepalen eerst de differentie Af(x) van f(x): 


X X TAX x — (X + Ax) —AxX 


ACEA ANNE AN AN 











HAUNN 
NINN 


SNN 
MINIT 
WAN 
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Dus: 
df(x) STAEN) —]1 1 
/ 
ee ZE = | AEU sii) E dd 
Le) dx Ang Ax nd, (x + Ax)x x? w 
Voorbeeld 23 De berekening van de afgeleide van de constante functie f(x) = 5 verloopt als volgt: 
… f(x + Ax) — f(x) oo 585 
(xXx) = en ete lim 0 — 0 
al oke AX AeA AX Aid se 


Het berekenen van afgeleiden met de definitieformule zoals we in voorbeeld 21, 22 
en 23 hebben gedaan, is omslachtig. In de praktijk wordt bij het bepalen van de 
afgeleide functie meestal gebruik gemaakt van standaardafgeleiden en rekenregels. 
Deze zullen we in de volgende paragrafen tegenkomen. Het bepalen van de afge- 
leide heet differentiëren. 

Het differentiequotiënt kunnen we zien als de gemiddelde toenamesnelheid van de 
functiewaarde op het interval [x‚x + Ax]; de afgeleide van f(x) kan geïnterpreteerd 
worden als de toenamesnelheid of afnamesnelheid (als de snelheid negatief is) van 
de functiewaarde in een punt met x-coördinaat x. 


Meetkundige betekenis van de afgeleide 

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat het differentiequotiënt gelijk is aan de 
richtingscoëfficiënt van de lijn door twee punten op de grafiek van f. 

We gaan nu bekijken wat de meetkundige interpretatie van de afgeleide in een 
bepaald punt is. Zie daarvoor figuur 4.11. 


Figuur 4.11 y 
De raaklijn m aan de 





gallok vant fiye geen 





n a a a a a 





De richtingscoëfficiënt van de rechte lijn door P en Q is 


o Af) ff) _ fp + Ax) — fp) 
eQ Ax q—p Ax 

We laten nu Ax tot 0 naderen. 

Naarmate Ax dichter bij 0 komt te liggen, komt Q dichter bij P. De rechte lijn door P 

en Q nadert tot de raaklijn m met richtingscoëfficiënt rem. Dat betekent dat rcpo tot 


rcm nadert als Ax tot nul nadert. We vinden dus: 
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Voorheeld 24 





Voorbeeld 25 
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… Af) > JE FAR TD a 
= ] = | = ] Ee 
hs Fen TCPQ Ab Ax Pen) AX f (p) 





Opdracht 
‚Laat in figuur 4.11 zien dat de richtingscoëfficiënt van de lijn door P en Q 
, gelijk is aan tan ọ. 


Conclusie 

— De richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt (p‚f (p)) is 
gelijk aan f'(p). 

— De tangens van de hoek die de raaklijn m maakt met een horizontale lijn (en dus 
ook met de x-as) is gelijk aan rcm. We nemen daarbij altijd de hoek die de raaklijn 
maakt met de zogenaamde richting van de positieve x-as. Dit is de richting van 
een horizontale lijn (bijvoorbeeld de x-as) die vanaf het snijpunt met de raaklijn 
naar rechts loopt. 


We bepalen de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie met voorschrift 
y = f(x) = - in het punt P (2, 4). 


De vergelijking van de raaklijn is y = ax + b. 


. 1 

In voorbeeld 22 hebben we de afgeleide van f berekend: f'(x) = — E 
X 

De richtingscoëfficiënt a van de raaklijn in het punt P is dan a = f'(2) = — + = — t. 
Hierdoor wordt de vergelijking van de raaklijn y = — tx + b. 
De raaklijn gaat bovendien door het punt P(2, +). 
Dit punt invullend vinden we b = 1. 
De vergelijking van de raaklijn is dus y = — JX +1. Ši 


Het feit dat de richtingscoëfficiënt van de raaklijn de afgeleide in een bepaald punt 
is, geeft ons soms de mogelijkheid aan de grafiek te zien of een functie differen- 
tieerbaar is. Het tekenen van een raaklijn is namelijk niet mogelijk als de grafiek een 
knik vertoont. 


We tekenen met Maple de grafiek van de functie met voorschrift y = f(x) = x|x — 2l. 
De optie scaling=constrained zorgt ervoor dat de schalen op de assen gelijk zijn. 


> restart: 
Af reren abs (x72); 
f := x > x|x — 2| 
>plot (f(x), x=-0.5..3,thickness=3, scaling=constrained) ; 
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Duidelijk is te zien dat de grafiek van de functie een knik vertoont bij x = 2. De raaklijn 
aan de grafiek van de functie f iets links van x = 2 is een dalende lijn. Als we van rechts 
naderen tot x = 2 dan is de raaklijn een stijgende lijn. Er kan dus geen sprake zijn van 
één raaklijn bij x = 2 en daarom is de raaklijn in het punt (2,0) aan de grafiek van f niet 
te bepalen. De functie is daarom niet differentieerbaar in x = 2. ee 


-Opdracht 

f Teken de grafiek van de functie y = f(x) = x? + x|x — 2| en ga na dat er 
i geen sprake kan zijn van een eenduidig te bepalen raaklijn in het punt 
f (2,4). 


Opgaven bij 4.4 


De afstand s(t) (in meters) als functie van de tijd t (in seconden) is gegeven door 
s(t) = P +3. 

a Bereken de gemiddelde snelheid gedurende de eerste 3 seconden. 

b Bereken de gemiddelde snelheid als t toeneemt van 7 tot 10 seconden. 


Bereken het differentiequotiënt van de functie met voorschrift y = f(x) = x + yx 
als 

a x toeneemt van 0 tot 1. 
b x toeneemt van 4 tot 5. 


c xafneemt van 4 tot 3,9. 


Bereken het differentiequotiënt van de functie met voorschrift y = f(x) = 5x — 2 
als 

a x toeneemt van 0 tot 1. 
b x toeneemt van 7 tot 8. 


c xtoeneemt vana tota + 1. 
d. x toeneemt van a tot a + Aa. 


Bereken het differentiequotiënt van de volgende functies 
a Y=fltj= bt 2 ce z= f(u) = u? +3u +6 
b y=f(t)=ť +3 
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Gegeven is de functie met voorschrift y = f(t) = t* + 3. Bepaal met behulp van de 
definitieformule de afgeleide: 


a f(1) b f(t) 


Bereken de snelheid op tijdstip t = 2,5 seconden als de plaats s(t) (in meters) 
gegeven wordt door: 
a s(t)=t+3 b s(t)=3t2 +5 


l 
—t voor £ < 0 
Gegeven de functie met voorschrift g(t) = 2 et 


2t voor £ > 0 
Plot de grafiek van f en ga na of er een punt is waar f vermoedelijk niet differen- 
tieerbaar is. Ondersteun het vermoeden met een berekening. 


Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie met voorschrift 
pafe 1x + 2 in het punt met x-coördinaat 1. 
Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = 8x — xê. 

a Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met x-coördinaat 1. 
b Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met x-coördinaat 5. 
c Bepaal het punt op de grafiek van f waar de raaklijn horizontaal loopt. 


De afgeleide van een aantal standaardfuncties; rekenregels 


In deze paragraaf worden de afgeleiden van de meeste standaardfuncties en de 
rekenregels voor differentiëren gepresenteerd. Door hiervan gebruik te maken ver- 
loopt het bepalen van afgeleiden aanmerkelijk eenvoudiger en sneller dan met be- 
hulp van de definitieformule. 

We beginnen met de afgeleiden van enkele standaardfuncties. 


De afgeleide van een constante functie 
Als f(x) = c, met c een reële constante, dan is f'(x) = 0 (4.19) 
In woorden: de afgeleide van een constante is nul. 
Bewijs 

fa&+Ar)-f(L) CC 


/ , i 
AL = lim — ~ C lim — >= m —— = lim 0 = 0. 
f(x) Ax—0 Ax Ax=0 A Ax—=0 AX Ax—=0 


Opmerking 
-In voorbeeld 23 hebben we voor c = 5 bovenstaande afgeleide al bere- 
kend. 
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Voorbeeld 26 


Voorheeld 27 





Voorbeeld 28 


4.5.4 


Voorbeeld 29 





172 Limieten en differentiaalrekening 
























4.5.2 De afgeleide van een machtsfunctie /, ll, IN r. 
7) 
Voor de afgeleide van een machtsfunctie geldt: 
~ f(x) =x” s f'(x) = n. x”*-*, waarbij n € N (4.20) 


Algemeen is te bewijzen: 
f(x) = x* = f'(x) = a - x*t}, waarbij a € R (4.21) 


| Opdracht 

< Voorn = —l1 is de afgeleide van f(x) = x” al bepaald in voorbeeld 22 van 
| paragraaf 4.4. Ga na dat dit resultaat in overeenstemming is met boven- 
i staande afgeleide. 





De afgeleide van de functie f(x) = x’ is gelijk aan f'(x) = 7x. 


We bepalen de afgeleide van h(x) = xyXx. 

Eerst schrijven we: h(x) = x2. 

Differentiëren geeft: h'(x) = 3 x1. Herschrijven tot een vorm zonder gebroken expo- 
nenten levert de gewenste vorm van het antwoord: h(x) = $X. ES 


. , À 1 
De berekening van de afgeleide van de functie g(x) = n verloopt als volgt. 


Eerst herschrijven we het voorschrift van g tot g(x) = nA 
Differentiëren levert dan g'(x) = —5x~®. Herschrijven tot een vorm zonder negatieve 
5 
exponenten geeft: g'(x) = — -p £ 
X 


De afgeleide van sinus en cosinus 


Zonder bewijs vermelden we de afgeleiden van de goniometrische standaardfunc- 
ties sinus en cosinus. 

De afgeleide van de sinusfunctie: als f(x) = sin x, dan f'(x) = cos x. (4:22) 
En die van de cosinusfunctie: als f(x) = cos x, dan f'(x) = — sin x. (4.23) 


De afgeleide van de tangensfunctie bepalen we later in deze paragraaf. 


Rekenregels 
We zullen zonder bewijs aannemen dat onderstaande rekenregels juist zijn. 


Constante factor 
Als f(x) = c - g(x), waarbij c € R dan is f'(x) = (c- g(x) = c - g'(x) (4.24 


We differentiëren f(x) = 5x°. 
Voor de afgeleide geldt: f'(x) = 5- (x3) = 5 - 3x? = 15x2. 
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Voorbeeld 31 


Voorbeeld 32 





Voorbeeld 33 | 
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Somregel 


Als f(x) = g(x) + h(x) dan is f'(x) = (g(x) + h(x)’ = g'(x) + k(x) (4.25) 


In woorden: de afgeleide van een som is de som van de afgeleiden. 
De twee bovenstaande rekenregels kunnen samengenomen worden tot: 


Als f(x) = a- g(x) + b - h(x), waarbij a,b € R dan is 


f(x) =a-g(x) + b h(x) (4.26) 


We bepalen de afgeleide van de functie met voorschriftf(x) = 2 sin x — 3x4. 


/ 


fix) 2 tems. (x) = 


= 2 cosx- 3 AK =2eosx— 12 w 


Differentieer f(x) = 2- vel pae. 
We schrijven f(x) = 2 - x5 + xê. Er volgt: 


Productregel 
Als f(x) = g(x) - h(x) dan is f'(x) = (g(x) - h(x)) = g'(x) - h(x) + g(x) - h'(x) (4.27) 


De berekening van de afgeleide van f(x) = x? cos x verloopt als volgt. 


/ 
fb (è) -cosx Kx (Cos xy 


= UX: cos x + x°? - (— sin xX) = 2x cos x — x? 





sin X g 
Quotiëntregel 
_ 8) ern _ (EON R g) gia) h'(x) 
Als f(X) = B dan is f (Xx) = (5) = TEE (4.28) 





De berekening van de afgeleide van f(x) = = x verloopt als volgt: 


+ Xx? 


(5+ x°). (2) -x . (5+ xe) 


f'(x) = i 
(5 + x8) 
(5 + x8)" (5 + x8)’ (5+8) 


Ga na welke rekenregels gebruikt zijn. 
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Opdracht 1 
| Bereken nogmaals de afgeleide van g(x) = Fa maar nu met behulp van 
de quotiëntregel. 


AN | De afgeleide van een product is niet het product van de afgeleiden en de 
-afgeleide van een quotiënt is niet het quotiënt van de afgeleiden. 


45.5 De afgeleide van de tangens 


Gebruikmakend van de afgeleide van de sinus- en cosinusfunctie kunnen we de 
afgeleide van de tangensfunctie bepalen. 

sin X 

COS x` 





Voor f(x) = tan x kunnen we schrijven f(x) = 


We gebruiken de quotiëntregel voor differentiëren en vinden: 














Fiò = (RE) - cos x- (sin x = sin x: (cos x)' _ 
COS X (cos x) 
_ COS%-COSX—sinxXx:—sinx (COS x)?+(sin x)? E l 
E cos“ x E (COS yi E (cos x)° 


In de laatste stap is gebruikgemaakt van de gonio-formule (cos x)“+(sin x)*=— 1 


Conclusie 
De afgeleiden van de goniometrische standaardfuncties zijn: 


fl) = sina f(X) = cosx (4.29) 
fe) = cosa sf lik (4.30) 
Ì 


f(x) = tant = f'(x) = (4.31) 


ed 


Opdracht 

Bekijk de bepaling van de afgeleide van de tangensfunctie hierboven en 
maak een andere laatste stap. Splits de breuk in twee breuken met gelijke 
noemer en toon aan dat geldt: 


-E 


sn 


Tee 


fl) = anrs r = 14 (tan x)? 


Deze vorm van de afgeleide wordt minder vaak gebruikt, maar is soms 
handig, bijvoorbeeld als tan(x) bekend is en de afgeleide berekend moet 


men 





worden. 
Voorbeeld 34 We bepalen de afgeleide van f(x) = 3tan x — el 
X 
3 EEP E 
f= 3 En COS X El 3X i 
(cos x) X 
3 x (xcosx — 3sinx) ə X cos X — 3sin x 


(cos xj? xê (cos x)? xí 5 
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tan t 
We berekenen de afgeleide van f(t) = Er 
Hoewel het mogelijk is de afgeleide met behulp van de quotiëntregel te bepalen, gaan we 
toch wat anders te werk. We schrijven f(t) = t~? tan t en passen de productregel toe. 
1 —2 tan t 1 

fj = (-2°) e 0 knn 
(cos t) t 





t?(cos t)? Si 


-Opdracht 

l z i T 
-Bereken de afgeleide in voorbeeld 35 ook rechtstreeks met de quotiënt- 
~ regel en toon aan dat het antwoord overeenkomt met het antwoord in 


< voorbeeld 35. 
Het gebruik van Maple bij differentiëren 


Ook computeralgebrasytemen zijn uiteraard in staat om afgeleiden te bepalen. 
Maple kent hiervoor een tweetal commando's, namelijk di ff en D. 
Er is een verschil in toepassing tussen deze commando's. Het commando diff 
wordt gebruikt om een expressie te differentiëren; de uitkomst is weer een expressie. 
D wordt gebruikt voor het differentiëren van een functie; de uitkomst is weer een 
functie. Overigens is het via unapply mogelijk om van een expressie een functie te 
maken. Hieronder staat een Maple-sessie waaruit dit blijkt. 
We bepalen de afgeleide van een expressie: 
* ALET (RAZAS); 

2x+4 


We kunnen ook eerst de expressie toekennen aan een variabele en dan differentië- 
ren: 
* OGIR AtA xy 


g i= xf HAK 
> ALTE (9,2) 
2x+4 
> AIEE to ti; 
0 


-Opdracht 
i Verklaar het laatste resultaat. 
Ook is het mogelijk om de uitkomst van de differentiatie toe te kennen aan een 
variabele. Het berekenen van een waarde van de afgeleide kan dan niet op de 
manier die we bij een functie kennen, maar wel via ‘subs’. 
>= GIR a K 

8 = s +4 
+ glLi=sditf (g, £)} 

gl :=2x+4 
> rl iz)? 

2x(2) +4 














jriji 
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We zien dat dit niet werkt. De bedoelde waarde kunnen we wel als volgt verkrijgen. 


> subs (x=2,g1); 
8 


Een mooiere uitvoer is te krijgen door gebruik te maken van Diff. Dit commando 
berekent niets, maar geeft alleen een wiskundige notatie van de afgeleide. 
> Diff lk 2, g) -diff (5 LAAR RK)? 


KE +4X) =2X +4 
Via tussenkomst van een variabele gaat het zo: 
> gs" 2E KF 
g := Xt +4 

> Diff (grx) ALIf (gX) 7 
d 2 
dt +4Xx) =2XH4 
Nu het differentiëren van een functie. 
DIt ZE 

Fm dâ 


ee DE) 4 
Xx 2x+4 
>D(f) (Xx); 
2x +4 
=DE) (2); 
8 


Ook nu is het natuurlijk mogelijk de afgeleide functie toe te kennen aan een varia- 
bele. 
HEEE j 

fmx +4 


fl:=x—> 2x+4 


Het verdient de voorkeur met functies te werken en niet met expressies. Daarom 
gebruiken we het liefst het commando D voor differentiëren. 


i Opdracht 

| Ga in de volgende Maple-sessie zorgvuldig na aan welke variabelen ex- 
pressies zijn toegekend en welke variabelen gebruikt zijn voor functies. 
> htag STELE (ESH DE 





h:=3Vx-—x 
> k:=x->3* sqrt (x)-x^5; 
! k:= x= 3vVx- x 
X = ——= — 5x 
2 vx 





HOOFDSTUK 4 





Voorbeeld 36 
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BOR LED 
S sø 
2Vt 
>DE) (1): 
EI EL) 7 
2 
> difí (hx): 
S sd 
2/X 
> diff (subs (x=1; hex)? 
0 
> sups (21 ALLEL (P; 8)) Ss - 
EN 
> OLEE CH ENA 
0 
ALLEL ERC ee ES 
554 
2Vt 


Bereken de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f(x) — 
x-coördinaat 1. 





X 
xe +1 


Oplossing 

Het punt met x-coördinaat 1 op de grafiek van f is (1,f(1)) = (1,5). 

De richtingscoëfficiënt is gelijk aan f/(1). Om deze te kunnen berekenen bepalen we 
eerst de afgeleide van f. 


en EDE 
(x2 +1) 
2 (xt +1)-1— x: (2x +0) 5 Kp Dt EE t-e 
(2+1) DE E 


Hieruit volgt f/(1) = = 0. De raaklijn loopt dus horizontaal en omdat hij door het punt 


(1,4) gaat, is de gevraagde vergelijking y = +4. 


We berekenen nogmaals, net als in voorbeeld 36, de raaklijn aan de grafiek van 


EEO En ‚maar nu in het punt met x-coördinaat 2 en gebruiken daarbij Maple. 


X 
xe +1 


> restart. 
> frr (2E 





f:=X> 


xe +1 





in het punt met 
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KOEL ZD: 
x0 SER 
tg 
mi VOr=E (KOE a 
Se, =D (f) ; 1 > 2 





Ze 12 
RE 
> klijn:=y=rc*xtb; 
ns taäktijn = y= re +b 
GE 
> b:=solve(subs(x=x0,y=y0, raaklijn),b); 
4 
bie Sr 
25 
> T E A 
E lx, 4 
Fong RM 


Als we niet geïnteresseerd zijn in tussenresultaten kan het ook als volgt: 
2z restart.: 

RN (KS ZDS 

meel 2: 

> raaklijn:=y=D(f) (x0)*x+b: 

> b:=solve(subs{(x=Xx0,y=f (x0) ,raaklijn),b): 


> raaklijn; 
; Teng 


TO 





We kunnen een tekening maken van de grafiek van f en de berekende raaklijn uit 
bovenstaand voorbeeld. We gebruiken daarvoor het commando showtangent 
(tangent betekent raaklijn). Bovendien kiezen we een interval ter breedte 4 rondom 
het punt waarin de raaklijn getekend wordt en maken de lijnen wat dikker dan 
standaard. 


> restart:with(student) :f:=x->x/ (x“2+1) :x0:=1/2: 
> showtangent (f (Xx) ,x=Xx0, x=X0-2..x0+2, thickness=2) ; 
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Opgaven bij 4.5 
Differentieer de volgende functies. 
a f(x) == 4x 

b f(x) =7x +4x +3 


c f(X) = XX +3VX +2 


d 


e 


f(x) = YX +5VX 


f(x) = = + AVE + 2V3 


Bepaal de afgeleide van de volgende functies. 


a f(x) =Acosx + 3sinx2 


3 
b g(x) = x tanx + 





tan x 

ë fl = sint tost 
Differentieer 

1 l l 
a f(x) E 

3y% 2 
b E EEN a 

e=- T 55 


e hi = (3u? + 2u + 1) (5u — 4) 











Differentieer 
a TT 
A 
EO T 
t tan t 
t namma 
j 8 ) COS t 


d 








Ta 
l l 
f(x) = -z 2 
5 
glu) = COS u + 3 
HD == mrt? 
kixi = Li WER 
EFES 
Um 
(2) f —2t 1 
B the 
panh a 
40) 3 + 2b° 
4 
dlc) = (c?- 3 — 
(c) = (c° VC + Na 


f(x) = vx cos x + v3 cos x + v5 
Te 


sin x 


g(x) = yxsin x + 


h(x) = (Xx — 7x) sin 


Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = x — yx. 
Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met x-coördinaat 4. 


Gegeven de functie met voorschrift y = g(t) = 2 sin t. 
Bepaal de raaklijn aan de grafiek van g in het punt met t-coördinaat z" 


Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = v/X. 
Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt 


a met x-coördinaat 1 
b met x-coördinaat 32 
E 10,0). 





X 


Gegeven de functie met voorschrift y = g(x) = Xx — Zx — Ax + 10. 


Bereken de punten waar de grafiek van g een horizontale raaklijn heeft. 
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Gegeven de functie y = f(x) = x? + 4x +5. 
a Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met x-coördinaat —3. 
b In welk punt loopt de raaklijn horizontaal? 


Bereken de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie y = f(x) = 


i 
OSX in het punt (5 zo). 





In welk punt loopt de raaklijn aan de kromme y = x? + 5 evenwijdig aan de rechte 
lijn met vergelijking 12x — y = 17? 


De kettingregel 


Als we een samengestelde functie (zie paragraaf 2.7) willen differentiëren, maken we 
gebruik van de zogenaamde kettingregel. 


Kettingregel 
Stel v = g(x) is differentieerbaar in het punt met x-coördinaat x en y = f(v) is 
differentieerbaar in het punt met v-coördinaat v = g(x). 


De afgeleide van de samengestelde functie Te in het punt met x-coördinaat x is dan 


dy mn dy dv pl / E NS ad 
ae do dr de =F wa g (x) 
Er geldt dus o = fFe g (4.32 


Differentieer y = (3x + 1 

We bepalen de afgeleide met de kettingregel: 

Stel y = f(v) = v? en v = g(x) = 3x +1. 
dv 


EM, De vree 
Danis, = fw) =2ven = g a) =S. 


We passen de kettingregel toe en krijgen: 


dy dy dv 
In dit voorbeeld is het ook mogelijk de kettingregel te omzeilen door eerst uit te verme- 
nigvuldigen en daarna te differentiëren: 


y = (3x + 1)?= 9x? + Bx +1 


dy 
F e ER a 


We differentiëren de functie y = (5x? + 7x — 2) 
In voorbeeld 38 konden we via uitvermenigvuldigen nog aan de kettingregel ontkomen. 
Omdat uitvermenigvuldigen hier praktisch onmogelijk is, zien we het voordeel van het 
gebruik van de kettingregel. 


12 
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Voorbeeld 41 


Voorbeeld 42 
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De functie wordt geschreven als een samengestelde functie 


y = v!? en v = 5x? + 7x — 2, waaruit volgt 


a en 10x +7. 
dx dx 


De kettingregel geeft dan 


dy dy dv = 11 En 2 
PE T ax — IV (10x +7) = 12(5x° + 7x — 2) (10x +7) 


Als we enige ervaring met de kettingregel hebben, differentiëren we rechtstreeks, dat wil 
zeggen zonder invoeren van hulpvariabelen, van ‘buiten naar binnen’. De berekening 
verloopt dan als volgt: 


- = = (GC FIX i) 


B pN (ax die (a TI 2) 


11 
YN (5x En 2) (10x +7) 














ky 
7 1 
Bepaal op de snelste manier de afgeleide van z = PEIRE T 
(u? + 2) 
Oplossing 
We schrijven z = (u? + gr en bepalen de afgeleide van z: 
dz E 2 bd 2 
ge == (u +2) z(u +2) 
SA En 
(u +2) y 
We differentiëren w = f(t) = (tan 0S. 
De berekening van de afgeleide verloopt als volgt: 
dw d 
/ EEN BETEN: 
Ei p 3(tan t) di (tan t) 
AD rrd 
t 1 3 f 
= 3(tan t)? - „=3: El n z~ Lain $ 
(cost) (cos t)“. (cost) (cos t) g 


Differentieer y = sin(2x). 
Oplossing 


- — COS(2X) -o — Cos(2x)- 2 = 2cos(2x) 
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In plaats van de kettingregel toe te passen, kunnen we ook eerst de dubbele-hoek- 
formule voor de sinus gebruiken om daarna de afgeleide te bepalen met de productregel. 
De berekening verloopt als volgt: 


Y = SMX = 2 SIN K: COS X 


d . 
= = 2(cos x - cos x + sin x - (— sin x)) 
- 2( (cos x)?— (sin x)?) = 2 cos(2x) 
Vanzelfsprekend is het resultaat gelijk aan het resultaat met de eerste methode. B 





Voorbeeld 43 


es 





We bepalen de afgeleide van u = f(t) = mao 


Eerst herschrijven we de functie tot u = f(t) = (sin(7t)) ~! en bepalen de afgeleide: 


ELS x = (-1)(sin(70)) 2 £ sint) 
= —1. (sin(7t)) 2 cos(7t) an = zr i 


In voorbeeld 43 hebben we tweemaal de kettingregel na elkaar toegepast. Zonodig 
kan de kettingregel willekeurig vaak achter elkaar worden gebruikt. 

Ook kan het voorkomen dat het nodig is zowel kettingregel als de somregel en/of 
productregel en/of quotiëntregel te gebruiken. 





De berekening van de afgeleide van 


Voorbeeld 44 





-xX COS(3X) ; 

xy = o: verloopt als volgt: 
tan X: (1 - cos(3x) + x - (— sin(3x)) - 3) — x cos(3x) - 7 
PS (COS x) 


(tan x)? 


(cos H tan x - (cos(3x) — 3x sin(3x)) — x cos(3x) 


(cos x)?-(tan x)? 


cos x : sin x - (cos(3x) — 3x sin(3X)) — x cos(3x) 


F (sin x)? 





| Opdracht 
Ga elke stap in voorbeeld 44 zorgvuldig na en bedenk steeds welke regels 


voor differentiëren en welke gonioformules gebruikt zijn. 
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Limieten en differentiaalrekening 


Opgaven bij 4.6 


Bepaal de afgeleide van de volgende functies. Herleid de antwoorden zoveel 
mogelijk daar waar het voor de hand ligt. 


-5 
a f(x) = (2x? + 3) d g= (F) 
b f(A =(P -2t+1)” e f(x) = (4x — 3) (x +3) 
o —]\5 B 6x3 
e gij (BE A) t fj Bx 37 EEY 


Bepaal de afgeleide van de volgende functies. 





a f(x) = 7 d g(t)= Vt+ vt 
b fo) = e F0 = VEE cos(3r- je) 
c g(t)=t:-V6t* +5 f EI) rr 


Bepaal de afgeleide van de volgende functies. 











a f= smr) g f(t)=t-sin3 
b f(t) = (sin £} h f) => 
c f(t) = sin(3t) i f= 
d f(t) =3sint j fw 
e f(t) =3+sint k f(t) = sin( 5) 
£_f(D =t+sin3 fo = sin(Ž) 


Bepaal de afgeleide van de volgende functies en herleid waar mogelijk het antwoord 
tot de eenvoudigste vorm 
(sin rai 


a ajs € Hf) = cost ysi 


(cos x)’ 





2 
b f(t) = (sin t)f+(cos t) + BUT (en (z) 
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4.7 De afgeleide van exponentiële en logaritmische functies 


We bekijken de raaklijn aan de exponentiële functie y = f(x) = a* in het punt met 
x = 0 en nemen voor a achtereenvolgens de waarden 2 en 3. We gebruiken daarbij 
Maple. 


> restart:with(student): £2:=x->2fx: f3s=x->3xix0r=0r 
> showtangent (£2 (x), x=X0 , X=X0-2..x0+2.5 , y=0..4 , thickness=2 , 


scaling=constrained) ; 


Figuur 4.14a 





> showtangent (£3(x),x=x0, x=Xx0-2..x0+2.5 , y=0..4 , thickness=2 , 


scaling=constrained) ; 


Figuur 4.14b 








De optie scaling=constrained, die ook in voorbeeld 25 al gebruikt is, zorgt er 
voor dat de schalen op de twee assen gelijk zijn. Dit is nodig om de volgende 
opdracht goed te kunnen uitvoeren. 


-Opdracht 

= Meet in beide tekeningen de hoeken die de raaklijnen met de x-as (naar 
rechts vanaf het snijpunt) maken. Bepaal hiermee de richtingscoëfficiën- 
ten van de beide raaklijnen. 





Als de opdracht goed is uitgevoerd dan is het antwoord in de eerste tekening: de 
hoek is ongeveer 35° en de richtingscoëfficiënt is dan ongeveer 0,70. 

In de tweede tekening zijn de antwoorden respectievelijk 48° en 1,11. 

We zien dat bij een toenemend grondtal ook de richtingscoëfficiënt stijgt. Het ligt 
voor de hand dat er een exponentiële functie met grondtal tussen 2 en 3 is, zodanig 
dat de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek in het snijpunt met de y-as 
gelijk is aan 1. De richtingshoek is dan exact 45°. Het grondtal waarbij de richtings- 
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Limieten en differentiaalrekening 


hoek van 45° hoort is het getal e en is genoemd naar de wiskundige Euler. In de 
wiskunde en zeker ook in vele toepassingen komt dit getal veelvuldig voor. Het 
belang ervan is minstens even groot als van het beroemde getal z. 

Maak zelf een soortgelijke tekening als hierboven voor grondtal 2,5 en ga na dat de 
richtingshoek nu iets kleiner is dan 45°. Concludeer hieruit dat e groter is dan 2,5. 
Uit bovenstaande blijkt dat e tussen 2,5 en 3 ligt. De exacte waarde van e is niet 
in een decimaal getal uit te drukken. Wel kunnen we e benaderen: 
e = 2,7/1828182845904523536 (in 20 decimalen). Meestal kunnen we met wat min- 
der decimalen volstaan: e = 2,72. 

De afgeleide van de functie f(x) = e* is de basis voor de afgeleiden van enkele 
functies die we in deze paragraaf zullen tegenkomen. We geven de afgeleide van 
deze functie zonder bewijs. 

Als f(X) = et dan f (x) = e, (4.33) 
De afgeleide is dus gelijk is aan de functie zelf. 


We bepalen nu de afgeleide van f(x) = a”. 

Omdat het nemen van een e-macht en het nemen van de natuurlijke logaritme 
elkaars inverse zijn geldt: a* = e®(%) — exlna, 

Dus kunnen we het voorschrift van f als volgt herschrijven: f(x) = exa 

Er volgt 


f'(x) = k Cams = 6na, L amn a) = e4 . Ina = a* Ina. 


In de één na laatste stap is gebruikt dat In a een constante is en in de laatste stap is 
exa weer vervangen door a*. 


Conclusie 
Als f(x) = a“ dan f'(x) = a“ n a. (4.34) 


; Opdracht 

| Bereken de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek van y = 
f(x) = 3* in het snijpunt met de y-as en vergelijk dit met de gemeten 
-waarde aan het begin van deze paragraaf. 


Opdracht 
Laat zien dat formule (4.33) een bijzonder geval is van formule (4.34). 


We bepalen nu de afgeleiden van de logaritmische functies. 
Bij de berekening van de afgeleide van f(x) = In x maken we weer gebruik van het 
feit dat de e-macht en de natuurlijke logaritme de inverse zijn van elkaar. Dit levert 


de identiteit 
In x 


X= e€ 


We differentiëren links en rechts van het =- teken naar x (rechts van het =-teken 
gebruiken we de kettingregel) en krijgen: 


Ene 
dx = dx 





-~ d 
a) slet. (Iny) =l=x 


En (In x) 


dx 
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Voorbeeld 45 


Voorbeeld 46 








Voorbeeld 47 





Limieten en differentiaalrekening 





Hieruit volgt: 


d l 
SE IX) = e= 
De afgeleide van een logaritme met een ander grondtal berekenen we door over te 
gaan op grondtal e, het grondtal van de natuurlijke logaritme. Er geldt: 

Slogx lnx i 


_ Eeloga Ina Ina ma 





Er geldt daarom: 


f =" lgs =a FI) = In 


We differentiëren deze functie, waarbij we bedenken dat In a en dus ook mg een 
constante is. Dit levert: 


ws i dd 1 da 2 1.1 
fx) SE log x} — dx \lna Aaa main  ™ — Ina x xha 
Conclusie 
, 1 | 
LK) == HEE Sf (4) sE (4.35) 
FO) = Tog F == (4.36) 
a "7 ging 


Differentieer f(x) = In(5x). 
We gebruiken de kettingregel en de afgeleide van de natuurlijke logaritme en vinden: 


Differentieer f(x) = In 5. 
Omdat In 5 een constante is, is zijn afgeleide gelijk aan 0, dus 


f(x) = 0. w 


-Opdracht 

Herschrijf het voorschrift van de functie f uit voorbeeld 45 met de reken- 
! regels voor logaritmen tot f(x) = In 5 + In x en differentieer hem daarna. 
-Vergelijk het antwoord met het antwoord in voorbeeld 45. 


Differentieer f(t) = in((2t — 15). 
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Voorbeeld 48 


| Voorheeld 49 


Voorbeeld 50 


Voorbeeld 51 


Limieten en differentiaalrekening 





Ga na dat we twee keer de kettingregel gebruikt hebben. 
Ook hier is het mogelijk de functie te herschrijven, en wel tot 


f(t) =3-In(2t —1). 


Het bepalen van de afgeleide verloopt nu als volgt: 


MNG 1 ERR 
e Eg 2t = 1) Er 


Bepaal de afgeleide van f(x) = 2 log(cosx). 


(— sin x) = Ln tan x 
cos x- In 2 B as 


In2- cos Xx In 2 


f'(x) = 


Ook hier is gebruik gemaakt van de kettingregel. 


We bepalen de afgeleide van f(x) = log(cos x). Bedenk daarbij dat het niet vermelden 
van het grondtal van de logaritme betekent dat het grondtal gelijk is aan 10. We schrijven 


daarom f(x) = 1 log(cos x) en differentiëren f. 


: (cos xj = 
cosx-In10 dx __cosx-In10 


fo 


Bepaal de afgeleide van f(t) = e®" t, 


d 1 etan t 
dt (cost) _ (cost) 





Mede naar aanleiding van voorbeeld 50 kijken we naar enkele typen functies die 
vaak voorkomen. We kijken of w de afgeleide wat algemener kunnen formuleren. 

De afgeleide van de functie g(x) = e/®) is met de kettingregel te bepalen en we 
krijgen g'(x) = e . f'(x). In voorbeeld 50 is dit in een bijzonder geval aan de orde 
geweest. 
Een functie die hier op lijkt is de functie g(x) = al), met afgeleide 
g'(x) = dl) . Ina - f'(x). In voorbeeld 51 kan dit toegepast worden. Natuurlijk is 
‘gewoon’ differentiëren met de kettingregel ook mogelijk. 


a 1 
We differentiëren f(x) = JT 


We herschrijven de functie tot f(t) = 277 en bepalen de afgeleide 


=7 m2 


f(t) E git shi Di, (—7) ERNE = Fa ms 27t 












(— sin x) = a 
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Voorbeeld 52 


Limieten en differentiaalrekening 





We bekijken nog een type functie en zijn afgeleide. 








De afgeleide van de functie g(x) = In(f(x)) is g'(x) = HE FE = Ee 

| Opdracht Pt 

= Ga dat de afgeleide van g(x) =“log(f(x)) gelijk is aan g'(x) = ET 
Conclusie 
e g(x) = f > g'(x) = el. f'(x) (4.37) 
e g(x) =d) > g'(x) = a .lna. f'(x) (4.38) 
e g(x) = ln(f(x)) > g'(x) = ma (4.39) 
e ga) log) > B = (4.40) 


(x) In a 


Bepaal de afgeleide van f(x) = *log(x? + 1). We gebruiken formule (4.40) en vinden 


2X 
PAN) Eee 
(x) In2-(x2 +1) 
Ook hier is gebruik gemaakt van de kettingregel. a 
Opdracht 


Differentieer onderstaande functies van x, waarbij a steeds een constante 
voorstelt. 





e f(x) =a* 
e fa) =z" 
e J0 = a" 


Als bovenstaande opdracht goed is uitgevoerd, dan zal te zien zijn dat de antwoor- 
den sterk verschillen. Het is dus van groot belang om onderscheid te maken tussen 
de gevallen waarin het grondtal variabel is en het geval waarbij de variabele in de 
exponent voorkomt. 


Variabele in grondtal en exponent 

(Het eventueel overslaan van onderstaand laatste deel van deze paragraaf heeft geen 
consequenties voor het vervolg van dit boek.) 

In de opdracht hierboven is duidelijk geworden dat er een groot verschil is tussen 
een functie met de variabele in het grondtal en een functie met de variabele in de 
exponent. In die opdracht is één mogelijkheid niet aan de orde geweest, namelijk 
dat de variabele zowel in grondtal als exponent voorkomt. In dit laatste stukje van 
deze paragraaf bekijken we het differentiëren van dergelijke functies. We beginnen 
met de eenvoudigste vorm hiervan, namelijk x*. 

We gebruiken de zogenaamde e-in-de-macht-In-methode. Deze methode gebruikt 
het feit dat een e-macht en de natuurlijke logaritme de inverse functies van elkaar 
zijn. We gebruiken dus dat geldt: y = el®”. 





HOOFDSTUK 4 


Voorbeeld 53 


Voorheeld 54 


Limieten en differentiaalrekening 


We differentiëren f(x) = x*. 
De functie is te herschrijven tot f(x) = x* = eh) = exx, 
Differentiëren levert: 


f'(x) = e¥ "x = -Inx) 


1 
MK (1 mat) = X(Inx +1) 
In de laatste stap is de e-macht weer herschreven tot x*. Dit kan omdat deze e-macht 


gelijk is aan het oorspronkelijke functievoorschrift. 
Om misverstanden met In(x + 1) te voorkomen schrijven we de afgeleide liever als: 


f(x) = xX“(1 + Inx). wi 





Opmerking 
Als we nog even doorgaan met herleiden, vinden we een enigszins merk- 
waardig resultaat. 


f@) 


En 


Eil 


x*(1 + ln x) 


rm, 
ete 


rx lnx = xx 4x In 


Het antwoord is nu gelijk aan de som van twee termen. De eerste term 
komt overeen met de afgeleide die we zouden krijgen als de exponent 
~ contant verondersteld wordt. De tweede term zouden we als antwoord 
-krijgen als we het grondtal constant zouden veronderstellen. 


SEE SCEE 


We differentiëren f(x) = x5" *. 


De functie is te herschrijven tot f(x) = xS" X = gE) = esin xin x 


Differentiëren levert: 
/ sin x-in x d : sin X-In x . 1 
F0 ay Sina Inx) = e cosx: In X + sinx- — 


De e-macht die in de afgeleide voorkomt, is gelijk aan de oorspronkelijke e-macht zodat 
de afgeleide te schrijven is als: 


1 
Fog = enx (cosx Inx + sin X ~ 
sin X 1 s 
= XL (xcosx -Inx + sinx) 
X 
= XT TSN X (X cos x - In x + sin x) i 
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Opgaven bij 4.7 


Differentieer de volgende functies. 


a fix = e=" 
b f(x) om esin x 


c f(x) = xesin* 


Bepaal de afgeleide van 


Bereken de afgeleide van 
a f(t) = 72 


b F(t) i 3ln t 


Differentieer de volgende functies. 


a g(x) =xe*Inx 
b g(x) _ eX in x 
c g(x) = In(5x®) 


Bereken de afgeleide. 


_ In(ef) 


a h(t) P 
2t 
b MO Se 
t? +1 
p -gp 
Ml meer 
6 MIE e+e! 


Limieten en differentiaalrekening 





f(x) — e? sin(3x) 


fB = t 3 log(r +1) 


f(t) = log(cos(3t)) 


h(t) = g 
h(t) = ele”) 
h(t) = e°) 


Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = et? x 


a Bepaal de raaklijn aan de grafiek van f in het punt G ze). 


b Zijn er punten waar de raaklijn aan de grafiek van f horizontaal loopt? 
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4.8 


Figuur 4.15 
Grafische weergave 


van Ay endy 





Limieten en differentiaalrekening 


Bereken de afgeleide van: 


va FE tona c g(u)= uw 


b fi = p" d f(u) = x) 


De differentialen dy en dx 


We hebben in de voorgaande paragrafen vaak de aanduiding z (of overeenkom- 


stige aanduidingen als S) gebruikt voor een afgeleide. Daarbij zijn dy en dx altijd in 


combinatie gebruikt. In deze paragraaf zullen dy en dx afzonderlijk als differentialen 
betekenis krijgen. Met de afzonderlijke differentialen krijgen we onder andere te 
maken bij de integraalrekening (hoofdstuk 6). 


We bekijken de functie met voorschrift y = f(x). We nemen een punt (x,y), met 
y = f(x) op de grafiek van f en laten de onafhankelijke variabele x toenemen van x 
tot x + Ax. De toename van x is dus Ax. De toename van de afhankelijke variabele y 
is dan f(x + Ax) — f(x). Deze toename noemen we Ay. Zie figuur 4.15 voor een 
grafische weergave. 


Dus: 

Als de onafhankelijke variabele x toeneemt met Ax, dan neemt de afhankelijke 
variabele y toe met Ay. Er geldt: Ay = f(x + Ax) — f(x). 

We zouden de y-waarde ook kunnen laten toenemen in een vaste richting, langs de 
raaklijn aan de grafiek van f. De toename van y die zo ontstaat noemen we de 
differentiaal van y, die we noteren met dy. Zie voor een grafische weergave figuur 
4.15. De richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt (x,f (x)) 
is gelijk aan f'(x). Dit is ook de tangens van de richtingshoek. Daarom geldt: 
T = d waaruit volgt: dy = f'(x) - Ax. 

Dus: 

Als de onafhankelijke variabele x toeneemt met Ax, dan neemt de afhankelijke 
variabele y langs de raaklijn aan de grafiek van f toe met dy, de differentiaal van y. 
Er geldt: dy = f'(x) - Ax. (4.41) 


y 
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Voorbeeld 55 


Voorbeeld 56 


Limieten en differentiaalrekening 


Het is eenvoudig in te zien dat de toename van y langs de grafiek benaderd kan 
worden met de toename van y langs de raaklijn. Deze benadering is beter naarmate 
Ax kleiner is. 

Er geldt daarom: 

Ay = f(x + Ax) — f(x) en 

Ay ~ dy = f'(x) - Ax, mits Ax klein is. (4.42 


Opmerking 

Bovenstaande formule (4.42) is ook bruikbaar bij een afnemend argu- 
ment en/of een dalende functie. Voor een afnemend argument geldt: 
Ax < 0 en voor een dalende functie geldt: f'(x) < 0. 


EDM 


Ez 


ins 


Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = x?. We laten x toenemen van 1 tot 1,5 en 
gaan na of dy een redelijke benadering is van Ay. 

Er geldt: dy = f'(x) - Ax = MAK. 

We vullen in: x = 1 en Ax = 0,5: 


pA A Der Ei 
Voor Ay, de toename van y geldt: 
Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1,5) — f(1) = 1,5? — 1? = 1,25 


We zien dat dy slechts een redelijke benadering is van Ay, maar Ax is dan ook niet echt 
klein. a 


Opdracht 
| Maak dezelfde berekening als in voorbeeld 55, maar nu voor het geval dat 
x toeneemt van 1 tot 1,05. Is dy nu een goede benadering is van Ay? 


Gegeven de functie g met voorschrift y = g(x) = 1 + 2t. We bekijken het verschil 
tussen dy en Ay als t afneemt van 0 tot —0,1. 
Eerst berekenen we Ay. Gegeven is dat t afneemt van 0 tot —0,1, dus At = —0,1. 


Ay = g(—0,1) — g0) = 1 +2. (0, — ¢1 +2- 0 = 40,8 — Y1 = —0,0717 


Voor de berekening van dy hebben we de afgeleide van g nodig. We herschrijven eerst 
het voorschrift van g en vervolgens bepalen we de afgeleide. 


i 2 
g(t) = YTF H = (1 + 2t)3= g'(t) = ai 420 32 = ; 
34/ (1 + 2t)? 
Nu bepalen we dy: 
2 2 
dy = g(t) At = : (0,1) = -zg ~ -0.0667 
ai E20 


Toepassingen van de differentiaal 
In de volgende voorbeelden gebruiken we de differentiaal als benadering voor de 
werkelijke toename of afname van een grootheid. 
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Hoe groot is bij benadering de toename van y = f(x) = sin(2x) als x toeneemt van 0 
tot 0,1? 


Oplossing 

Op grond van het voorgaande geldt: Ay ~ dy = f/(x)Ax. 
In dit voorbeeld is x = 0, Ax = 0,1 en f'(x) = 2cos(2x). 
Als we dit invullen vinden we 


Ay = dy = f'(x)Ax = 2eos(2x)Ax = 2eos(0) : 0,1 = 0,2. 
De exacte toename is in dit geval ook vrij eenvoudig te berekenen: 


Ay = f(0,1) — f(0) = sin(2- 0,1) — sin(2 - 0) = 0,1987 — 0 = 0,1987. 


Een bolvormige bal met een diameter van 20 centimeter wordt opgepompt zodanig dat de 
straal met 1 cm toeneemt. Hoeveel lucht is bij benadering nodig om dit te bereiken? 


Oplossing 

Voor het volume V van een bol met straal r geldt V(r) = 3 ur. 

Voor de toename van het volume geldt AV ~ dV = V'(r)- Ar. 

Er geldt hier dat r = 10, Ar = 0,5 en V'(r) = Anr? 

De hoeveelheid benodigde lucht is daarmee bij benadering 

AV x dV = V'(r) - Ar = Anr Ar = 4r - 102-1 ~ 1256 cm? = 1,256 liter 


Lineaire benaderingen 

De benadering van Ay door dy geeft de mogelijkheid om in de buurt van een punt 
x = a de grafiek van een functie te benaderen met een rechte lijn. We gebruiken 
daarvoor de formules f(x + Ax) — f(x) = Ay en Ay = dy = f'(x) - Ax. 

Dit geeft: f(x + Ax) — f(x) = f'(x) - Ax. 

Hieruit volgt: f(x + Ax) = f(x) + f'(x) - Ax 

Om te benadrukken dat we vanuit een punt x = a werken schrijven we 


fla+ Ax) = f(a) + f'(a) - Ax 


De variabele argumentwaarde a + Ax vervangen we door x. Als gevolg daarvan 
vervangen we x — a door Ax en krijgen dan: 


f(x) ~ f(a) +f'(a)-(x— a) 


In het rechterlid staat een lineaire uitdrukking in x. We hebben de functie f dus 
benaderd door een lineaire functie. De grafiek van f is daarmee benaderd door een 
rechte lijn en wel de raaklijn aan de grafiek in het punt (a,f (a)) 


We benaderen de functie met voorschrift y = f(x) = x? uit voorbeeld 55 in de buurt van 
x = 1 door een rechte lijn. 

Omdat we de functie f in de buurt van x = 1 willen benaderen, kiezen we a = 1 en 
benaderen y = f(x) door de functie y = I(x) met I(x) = f(1) + f (1) - (x — 1). 
Omdat f(1) = 1 en f/(1) = 2 krijgen we: 


lx) =1+2.(x—-1)=2x-1. 
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Voorbeeld 60 





Limieten en differentiaalrekening 


De functie y = f(x) = x? kan dus in de buurt van x = 1 benaderd worden door de 
lineaire functie y = I(x) = 2x — 1. In de buurt van x = 1 geldt dus f(x) ~ 2x — 1. E 


Opdracht 

e Benader de functie f uit voorbeeld 55 en 59 in de buurt van x = 3 door 
een lineaire functie. 

e Benader de functie g uit voorbeeld 56 in de buurt van t = 0 door een 
lineaire functie. 


renee 


ard 


Nl 
N 
f 
MN 
{ 
{ 


De differentiaal van x 

We bekijken de formule dy = f'(x)- Ax (formule (4.41)) voor het geval dat 
y = f(x) = x. Voor de afgeleide van f geldt f'(x) = 1. Dit en y = x vullen we samen 
in formule (4.41) in en krijgen dan dx = 1 - Ax en daarmee geldt dx = Ax. Hiermee 
is de onafhankelijke variabele dx gedefinieerd. 

Met deze definitie gaat formule (4.41) over in dy = f'(x) - dx. We vatten dit samen 
in de volgende definitie. 


Definitie 

e De differentiaal van de onafhankelijke variabele x, genoteerd als dx, is een on- 
afhankelijke variabele en kan dus een willekeurig reëel getal zijn. 

e De differentiaal van de afhankelijke variabele y, waarvoor geldt y = f(x) wordt 
genoteerd als dy. 
De differentiaal dy wordt gedefinieerd door dy = f'(x) - dx, (4.43) 
waarbij f’ de afgeleide van de functie f is. 


Gevolg 
Uit (4.43) volgt rechtstreeks: 
e als dx = 0, dan is dy = 0 en j 
e als dx # 0, dan krijgen we le jede = f (£), zodat dy inderdaad de afge- 
dx dx dx 
leide van y naar x is. 





Hoewel niet strikt noodzakelijk, zullen dx en dy vaak heel kleine grootheden voor- 
stellen. Zeker bij toepassingen stellen dx en dy meestal oneindig kleine grootheden 
voor. Dergelijke oneindig kleine grootheden worden ook wel infinitesimalen ge- 
noemd. Infinitesimalen worden gebruikt bij het differentiëren en integreren (zie 
hoofdstuk 6 en 7). Differentiaal- en integraalrekening worden daarom ook wel aan- 
geduid met de gemeenschappelijke benaming infinitesimaalrekening. 
Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = x°. 
Dan geldt voor de afgeleide f'(x) = 5x*, zodat: dy = f/(x)dx = 5x*dx 
HEERS 
Als we de notatie En gebruiken voor de afgeleide, geldt dus F = 5x“ en ook 
dy = 5x*dx. Dit resultaat krijgen we ook door de eerste uitdrukking links en rechts te 


: i Er. d 
vermenigvuldigen met dx. Hier zien we dat we met = kunnen rekenen alsof het een 


breuk is. peil 
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Door op dezelfde manier als in voorbeeld 60 te werk te gaan, kunnen we de formules 
uit de differentiaalrekening ook schrijven in de vorm van differentialen. 
Bijvoorbeeld: 

dy du dv 





e als y= u + v, dan is a + de’ waaruit volgt dy = du + dv; 
P du A dv 
u „dy “dx dx _v-du-—u-dv 
e als y — dan is nr waaruit volgt dy = 2 


Voor andere formules kunnen we dergelijke betrekkingen opstellen met differentia- 
len in plaats van afgeleiden. 

Opdracht 

= Schrijf de productregel met differentialen. 


De afgeleide van een samengestelde functie kregen we door de kettingregel toe te 
passen (zie paragraaf 4.6). De kettingregel krijgt een heel eenvoudige vorm als deze 
als differentiaal wordt geschreven. 

De kettingregel luidt (zie paragraaf 4.6 voor de voorwaarden) als volgt. 

Stel v = g(x) en y = f (v). De afgeleide van de samengestelde functie y = f(g(x)) is 
dan 


dy _ / oA dv i el 
dE =f iele Fl le qy’ waaruit volgt dy = f (v) - dv. 


Hebben we echter te maken met de niet-samengestelde functie y = f(t), dan krij- 
gen we 


dy = f (A -di 


Conclusie 
De differentiaal dy krijgt een overeenkomstige vorm, of nu y = f(t) direct een 
functie is van de variabele t of dat y = f(v) een functie is van de functie v = g(x). 


Mede op grond van deze conclusie kunnen we praktisch nut hebben van de diffe- 
rentiaal. Wanneer we met de afgeleide rekenen, moeten we altijd weten welke de 
onafhankelijke variabele is. Bij het rekenen met een differentiaal is dit kennelijk niet 
nodig. Door het gebruik van een differentiaal laten we in het midden wat de uit- 
eindelijke onafhankelijke variabele is. 


De raaklijn aan een kromme 

We willen de richtingscoëfficiënt van de raaklijn bepalen als we te maken hebben 
met een verband tussen x en y, dat niet een functioneel verband van de vorm 
y = f(x) is. De grafische voorstellingen die bij dergelijke verbanden horen worden 
meestal geen grafieken genoemd, maar worden met de algemenere term krommen 
aangeduid. Omdat het niet mogelijk (of lastig) is om y = f(x) te schrijven, kunnen 


we ook de afgeleide Ed niet op de gebruikelijke manier bepalen. Via differentialen is 


het echter toch mogelijk om 7 
vergelijking van een cirkel gaat. 


te berekenen. Hieronder laten we zien hoe dat bij de 


We bekijken een cirkel met middelpunt O(0,0) en straal 5 en leiden de vergelijking 
ervan af. 







À 
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Figuur 4.16 
Cirkel met middelpunt 
O(0,0) en straal 5 


P 


A 
S 


Het willekeurig gekozen punt op de cirkel is het punt P(x,y). In de getekende recht- 
hoekige driehoek hebben de rechthoekszijden lengte x en y. De schuine zijde van de 
driehoek heeft lengte 5, dit is namelijk de straal van de cirkel . In de rechthoekige 
driehoek geldt dan (stelling van Pythagoras): x? + y? = 25 


Opdracht 
De vergelijking van een cirkel met middelpunt O(0,0) en straal r is 
x? + y? = r°. Leid dit op vergelijkbare wijze als hierboven 


We gaan een raaklijn in het punt (3,4) aan de cirkel met middelpunt O(0,0) en straal 
5 bepalen. De vergelijking van deze cirkel is x? + y? = 25 (zie hierboven). Ga na dat 
het punt (3,4) inderdaad op de cirkel ligt. 


Figuur 4.17 

Cirkel met middelpunt 
O(0,0) en straal 5 en de 
raaklijn in het punt 
(3,4) 





We bepalen de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de cirkel. We herschrijven de 
vergelijking van de cirkel in de vorm y = f(x). 


x +y? = 25 > y? = 25 — x? > y = +V25 — x? 


Door de twee mogelijkheden (+ of —) is dit geen functievoorschrift. Omdat voor het 
bedoelde punt geldt y = 3 en dus y > 0 beperken ons tot het +-teken. Dit betekent 
feitelijk dat we alleen het bovenste helft van de cirkel bekijken. 

We differentiëren de functie y = f(x) = +V25 — x2. 


1 —X 


f (x) = 225 — x2 a = v25 — x? 
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—3 3 
De richtingscoëfficiënt is gelijk aan f'(3) = ——=—=——- = —— 
8 BCE) 8) 4 
De vergelijking van de raaklijn is: y = — z x + b en gaat door het punt (3,4). 
i ; m 3 4 29 
Als we dit punt invullen krijgen we 4 = Br ii +b > b= Adr rt 


2 
De gevraagde vergelijking is dan y = — Ee, + ed 
We kunnen de richtingscoëfficiënt ook direct, zonder tussenkomst van de functie f 
bepalen, door in de vergelijking x? + y? = 25 van linker- en rechterlid de differen- 


tiaal te nemen. De berekening verloopt als volgt: 


a(x $ y) = d(25)=> a(x?) + als?) = d(25) 
> 2xdx + 2ydy = 0 
dy x 


> 2ydy = -2xdx > e= s 


De richtingscoëfficiënt van de raaklijn in het punt (3,4) is nu gelijk aan 


De Da 
dx / (3,4) Y ) (3,4) 4 


Verder verloopt de bepaling van de raaklijn als hierboven. 


We kijken terug op de berekening van ea De antwoorden bij beide berekeningen 


lijkt verschillend, maar als we in de eerste berekening V25 — x? vervangen door y 
dan krijgen we dezelfde uitkomst. Het vervangen van V25 — x? door y is toegestaan 
omdat geldt y = +V25 — x2. 

De tweede berekening heeft als voordeel dat hij ook geldig is voor de onderste helft 
van de cirkel. 


Opdracht 
Bereken ook de afgeleide voor de onderste helft van de cirkel. Doe dit op 
dezelfde manier als de berekening van de afgeleide voor de bovenste helft 


van de cirkel. Toon aan dat ook nu geldt i = — 5 





We hebben gezien dat de vergelijking van de cirkel niet als het voorschrift 
van één functie geschreven worden. Zoals al eerder opgemerkt is een 
cirkel dan ook niet de grafiek van een functie (waarom niet?). 





We berekenen de vergelijking van de raaklijn aan de kromme met vergelijking y? = sinx 
in het punt met x-coördinaat + r. 


Voor het bedoelde punt geldt: y° = sin(4 r) = y? = 1 > y = 1. Het is dus het punt 
1 
(Gl). 


We bepalen Ee met behulp van differentialen. We nemen in de vergelijking y’ = sinx 


links en rechts de differentiaal. 









HOOFDSTUK 4 


Voorbeeld 62 


Limieten en differentiaalrekening 





a(x?) = d(sinx) 


De afgeleide van y° naar y is 3y? en de afgeleide van sin x naar x is cos x. Dit geeft: 


3y?dy z COS XOX: 





Hieruit volgt: 
dy cosx 
dire 


Voor de richtingscoëfficiënt in het punt (5 1) geldt dan: 


dy COS X cos(4 r) 
e a A 


Kennelijk loopt de raaklijn horizontaal. De vergelijking is dan y = b. Omdat het punt 
(47,1) op de raaklijn ligt wordt de vergelijking: y = 1. z 





Opdracht 

De vergelijking van de kromme in voorbeeld 61 is in dit geval te herschrij- 
ven tot een functioneel verband y = f(x) en wel als y = f(x) = Ysin x. 
Bereken nu via ‘gewoon differentiëren’ de richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn in het punt (57,1). 





Gegeven de kromme K met vergelijking x2 + y? + 3xy = 5. 
Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de kromme K in het punt P(1,1). 


Oplossing 
Ga eerst na dat het punt P(1,1) inderdaad op de kromme K ligt. 
Om de richtingscoëfficiënt van de raaklijn te bepalen berekenen we E 


We nemen de differentiaal van linker- en rechterlid van de vergelijking van de kromme K. 
d(x? EI i 3xy) — d(5) 

In het linkerlid staat achter het d-teken een som. We gebruiken dus de somregel. 
d(x?) ij a(y?) + d(3xy) = d(5) 


In het linkerlid komt het product 3xy voor. We halen eerst de constante factor 3 voor het 
d-teken en passen daarna de productregel toe. Dit geeft: 


2xdx + 2ydy + 3(dx - y + x - dy) = d(5) 
2xdx + 2ydy + 3ydx + 3xdy = 0 


Er komen nu alleen nog differentialen van x en y voor. We brengen de termen met dx 
naar het rechterlid en die met dy laten we in het linkerlid staan. 


2ydy + 3xdy = —2xdx — 3ydx 
(2y + 3x)dy = —(2x + 3y)dx 


Raigi d 
We kunnen hieruit de algemene vorm voor ae bepalen. 
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BY A ER) EN sed 
de e aya e EV E Sx 





Voor de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan K in het punt P(1,1) geldt dan: 


r= (3) (ae) OE EAE T 
E dx a) 2y -+ 3X a) Aat + deed He 5 at 





De vergelijking van de gevraagde raaklijn is dan: y = —x + b. 
Omdat de raaklijn door het punt P(1,1) gaat geldt: b = 2. 
De gevraagde raaklijn heeft dus vergelijking y = —x + 2 w 


d À 
Bepaal = als geldt x? sin y + yĉe* = e”. 


We nemen van links en rechts de differentiaal en krijgen dan 


(xd sin y + ler) = d(e”) 
d(x? sin y) — d(yZe*) = d(e”) 


a(x?) siny tx dsiny + a(x?) et + yĉd(e*) = d(e”) 





2xdx - sin y + x? - cos ydy + 2ydye* + y?e*dx = e”dy 


We groeperen de termen en krijgen 
2 X y ek 2 X 
(x . COS y + 2ye” — e )dy = (-2x siny — y e )dx 


Het antwoord wordt dan 


dy —2x sin y — y°e* 


dx x2. cosy +2ye* — e” E 


Opgaven bij 4.8 


Bepaal steeds de gevraagde differentiaal. 


l 
a Bepaal dy als y = g0 — r $ 2; 


3 
2 


d Bepaal dz als z° = (t* +1) 


b Bepaal dz als z = vtln t + t? sin(3t). e Bepaal dz als z - t = cos(z + t) 


3 


c Bepaal dx als 2xy* + 3x°y = 1. f Bepaal dy als 3x In y + 3ylnx = x 


Een kubus met ribbe van 40 cm wordt rondom bekleed met houten plaatmateriaal 
met een dikte van 5 millimeter. Hoe groot is het volume van het plaatmateriaal bij 
benadering? 
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Een cirkelvormige schijf met een oppervlakte van 80cm? wordt verkleind tot een 
oppervlakte van 78cm?. Hoe groot is bij benadering de verandering van de straal? 
Beantwoord deze vraag door eerst de straal als functie van de oppervlakte te 
schrijven. 


Gegeven de functie y = f(x) = 4sin(2x). Benader de functie f in het punt 


(5 223) met een rechte lijn. 


Bepaal z voor de volgende krommen. 


1 l 
2 3 En 
a x“ +3xy +y =5 d Er! 
x y 
b . = . 3x — > = | 
x.cosy=y-e e vx 
e Pir Bl f ylnx = xe’ 


Bepaal de vergelijking van de raaklijn in het punt (1,2) aan de kromme K met 
vergelijking x? + xy? + ln x = 5. 


Bepaal de punten op de kromme x? — xy + y? = 27 waarin de raaklijn horizontaal 
respectievelijk verticaal loopt. 


De afgeleide van de cyclometrische functies 


In hoofdstuk 3 zijn de cyclometrische functies arcsinus, arccosinus en arctangens 
gedefinieerd. In deze paragraaf zullen we de afgeleide van deze functies bepalen. 
We gaan eerst de afgeleide van de arcsinus bepalen. We kiezen hiervoor een aanpak 
die gebruik maakt van differentialen. 


L A 
We bekijken de functie y = f(x) = arcsin x, met y € - zey r|. 
Omdat de arcsinus de inverse van de sinus is, geldt x = sin y. 


We bepalen e via het nemen van differentialen. 








; : dy l 
x= siny = dx = d(sin y) > dx = osy- dy => DE 
, dy l 
Voor de afgeleide van de arcsinus geldt dus y = ~> = 
dx cosy 


We zetten cosy om in een functie van x en gebruiken daarbij de gonioformule 


(sin y)“+(cos y)“= 1. Hieruit volgt cos y = +4/1 — (sin ye. 


We gaan na of we het +-teken of het -teken moeten gebruiken. Omdat 


l 1 
ye - ze d geldt cos y > 0. We moeten dus het +-teken nemen. Daarom geldt: 


cosy = +4/1 — (sin y)°. 


Bovendien geldt x = sin y, zodat cos y = +V 1 — x. 
Dit levert: 
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Figuur 4.18 
Geschikte rechthoe- 
kige driehoek 
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,_ dy 1 1 


Y = ax cosy VI 





Deze omrekening kan ook gedaan worden door een geschikte rechthoekige drie- 
hoek te tekenen waarin geldt x = sin y. In die driehoek is eenvoudig te zien dat dan 
moet gelden cos y = v1 — x?. Zie voor deze methode ook paragraaf 3.5. 


it 


= Opdracht 
| Voer de omrekening uit met de methode van de ‘geschikte rechthoekige 
Hij 
< driehoek. 
4 
X 
Conclusie 1 
f(x) = arcsinx > f(X) = === 
vl- x? 
l Opdracht 
_ Toon op soortgelijke wijze als hierboven aan dat de afgeleide van 
[ 1 
í #) = arctan x gelijk is aan F (Xx) = — —. 
| f@ gelijk is aan f'(x) —— > 


De afgeleide van de arccosinus volgt uit de afgeleide van de arcsinus als we gebruik- 
maken van de formule arcsin x + arccos x = 4 t uit hoofdstuk 3. 

Herschrijven van f(x) = arccos x met bovengenoemde formule geeft 

f(x) = 4r — arcsin x. 

We maken nu gebruik van de zojuist bepaalde afgeleide van de arcsinus en krijgen 
de afgeleide van de arccosinus: 


P (x)=0 l a ab 
Vl-2 Ml 
We vatten de resultaten samen. 
Conclusie 
i 
- fl = arcsin = f {0 = AE (4.44) 
= JI 
—] 
= f =ar > F= A (4.45) 
= 
l 





— F =aretanx s F =— (4.46) 


1 + x2 
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Voorbeeld 64 De afgeleide van f(x) = arcsin(2x + 1) is 


a Ae 
1 — (2x + 1? vV —4x2 — 4x meen an 





De factor 2 is een gevolg van het gebruik van de kettingregel. 


Voorbeeld 65 We differentiëren f(x) = arccos(e”);: 





il — 07 
PAN l, 
K IES (ex)? V1 — e% 





Voorbeeld 66 Bepaal de afgeleide van f(t) = (arctan (vt))*. 





Oplossing 
We gebruiken de kettingregel tweemaal en vinden dan 


1 1 3(arctan(vt))" 


; 2 
FOS. (arctan( v) ) 14 (VD? 2/t ze ZVE + t) 





Opgaven bij 4.9 


RE Bepaal de afgeleide van de volgende functies. 


a f(x) = arcsin(5x) d f(t) = (arcsin Ji 

b f(x) = arcsin(x*) e f(z) = /arctan(2z) 
| X 

c M= er f f(z) = arctan(/z) 


ER Differentieer 


a g(z) = arcsin(cos z) d g(u) = 2arctan (ž) + 5ln(u? +25) 
b g(t)= arcsin( V1 — 2) e f(t) = t“arcsin t+5V1 — f 


ke) 


g(y) = In(y? + 4y + 5)+ 
—4 arctan(y + 2) +8 


c g(x) = arcsin x + arccos x 
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Limieten en differentiaalrekening 


Afgeleiden van hogere orde 


We hebben gezien dat de snelheid v(t) de afgeleide is van de plaats s(t). Als we de 
snelheid differentiëren krijgen we de versnelling a(t). De versnelling is dan de zo- 
genaamde tweede afgeleide van de plaats. Dit is één van de redenen om de afgeleide 
van een functie nogmaals te differentiëren en zo de tweede afgeleide van de functie 
te verkrijgen. Nogmaals differentiëren levert de derde afgeleide, enzovoort. Deze 
afgeleiden worden de ‘afgeleiden van hogere orde’ of de ‘hogere afgeleiden’ van 
een functie genoemd. In sommige gevallen is het mogelijk om een algemene uit- 
drukking voor deze hogere afgeleiden te vinden. 

Stel y = f(x) is een gegeven functie van x. Als deze functie differentieerbaar is, zal 


de afgeleide z = f'(x) een nieuwe functie van x worden. We zullen deze functie 


voor deze gelegenheid de eerste afgeleide noemen en gaan ervan uit dat deze nieuwe 
functie weer differentieerbaar is. Na opnieuw differentiëren ontstaat de afgeleide 
van de eerste afgeleide. Deze noemen we de tweede afgeleide van de oorspronkelijke 
functie. 


Als y = f(x) = 5x° — 2x? + 7, dan wordt de eerste afgeleide 


w- 


15x2 — 4x. 
dx X X 


De tweede afgeleide is gelijk aan 


d dy a d 2 de 
= (x) n (15x? — 4x) = 30x — 4 n 


z m d?y ' d /dy 
We schrijven gewoonlijk dE in plaats van E (2) 


Let op de verschillende plaats van de exponent 2 in teller en noemer. Deze plaats is 
een gevolg van de schrijfwijze 


a (a) afa df 
dx (dx) — dx (dx) 7 (dx) 2 a? 
Als y = f(x), kan de tweede afgeleide ook geschreven worden als 


2 2 
ERE 
De schrijfwijze y” = f” (x) is uiteraard de eenvoudigste. 
Als de tweede afgeleide weer een functie is van x, kunnen we de tweede afgeleide 
opnieuw differentiëren. De zo ontstane functie wordt de derde afgeleide genoemd. Op 
deze wijze kunnen we vervolgens de vierde afgeleide en hogere afgeleiden bepalen. 
De derde afgeleide van y = f(x) krijgt schrijfwijze 


Voor de n-de afgeleide van y = f(x) schrijven we 


dy zz Z roe = f™(x) s yy. 


dee dy” 
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Deze ontstaat door f=) (x) = y"-D te differentiëren: 


d 


L =O) = ef" Do) 


dx” 





We gaan er steeds van uit dat de hogere afgeleiden bestaan. 


__ Opmerkingen 
~ œ In plaats van de apostroftekens in y””, y”, enzovoort schrijven we 
liever y®, y©), enzovoort. We hebben deze eenvoudiger notatie al 


gebruikt. We moeten er wel op letten dat y® iets anders betekent 
| dan y”. Dit laatste betekent y- y-...-y (een product van n facto- 
ren y). 


-e In sommige formules kan het handig zijn de nog niet gedifferentieerde 


IN 
li 


: functie f te zien als 0° afgeleide. Kortweg: f(x) = f Ox). 


Voorbeeld 68 We bepalen de eerste, tweede, derde, vierde, enzovoort afgeleide van 


y = f(x) =x —5X +7 


De afgeleiden zijn: 


| dy 2 
| dx 4 
f! d2y 
| = = BX 
| dx? 
3 
| EA == 
| dx? 
| d’ 
| -F = 0, enzovoort. 
Hogere afgeleiden van de orde n, met n > 4 zijn gelijk aan nul in dit voorbeeld. E 





| 
| Voorbeeld 69 Gegeven de functie s = f(t) = t - sin t. 


Bepaal de eerste, tweede en derde afgeleide van deze functie. 


Oplossing 


ds ; ; 
gg 1 Sint + t- cost = sint + t cost. 


| j 
dt 





= Cos t + (1 - cost — t - sin t) = 2 cost — t sint. 


ds 


| hi gebr SME ogi) eb en EEDE 


| Voordat we het volgende voorbeeld behandelen geven we een definitie van een 
begrip dat in dat voorbeeld gebruikt kan worden. 
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Definitie 
De faculteit van een natuurlijk getal n noteren we als nl. 
Er geldt: 0! = len (n +1)! = n! - (n +1), voor n € N. 






Opdracht 
Ga na dat met de zojuist gegeven definitie geldt: 


MN es 
— 
akk 


a 


l 
=l 
S=] 

l 


Bee 
an 


Bereken met een rekenmachine 69! en 70!. 


We gaan een algemene uitdrukking voor de n-de afgeleide van f(x) = In(1 + x) 
proberen af te leiden. 
We differentiëren de functie f enkele malen en kijken of we regelmaat kunnen ontdekken. 


f(x) = In(1 + x) 





Eli. 

7 a en 

FO) = (0 -(1+x) (1 + 2) 

II ba NE Ta ba 

ee: 

en den 

fm je) (23) (1 +) 11+ x)/ 

f® (x) = (—1) - (2): (+3): (4) (1 + )T= -LESS 
(THX) 


We zien dat in de noemer de macht van 1 + x steeds met één wordt verhoogd. De 
exponent is gelijk aan het aantal malen dat is gedifferentieerd. 

Verder zien we dat er afwisselend een +-teken of een —-teken voor de breuk staat. Na 
een even aantal maal differentiëren is het een — en bij een oneven aantal maal is het een 
+. We kunnen dit schrijven als een macht van (—1). 

Ook in de teller is regelmaat te ontdekken. Er staat de faculteit van een getal dat steeds 
één groter wordt. Het getal waarvan de faculteit genomen wordt is één lager is dan het 
aantal maal dat is gedifferentieerd. | 

We geven bovenstaande in formulevorm als volgt weer. 

f)(x) = tr voo TITE PE Re 


Geldt de formule ook voor n = 0? EN] 


Opdracht 
-Bepaal de afgeleiden tot en met orde 5 van y = f(t) = e 
| Verklaar waarom zal gelden: f™) (t) = 2”e?t, voor n = 0,1,2,3,4,-- … 


bud 





2t 
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Opgaven bij 4.10 
Bepaal de eerste, de tweede en de derde afgeleide van 
x= Be +7 


fi d g 
f(x) = 25Vx7 e f =g" 
f f 


(x) = x? Inx g(t) = sin t + cos t 


O OJD 


Gegeven de functie y = f(t) = afea + ema), waarbij a een constante is. 
d'y _ y 
Toon aan: — == 
n dt? qa? 
Differentieer de volgende functies een aantal keren en geef een uitdrukking voor de 
n-de afgeleide. Geldt de gevonden uitdrukking ook voor n = 0? 
l 


a f= oosa c O PT 


b f(x) = 3% d f(t) = te! 


De regels van L'Hôpital 


In paragraaf 4.2 zijn we limieten tegengekomen die bij invullen van de waarde 
waartoe de variabele nadert een onbepaalde vorm leverden. Soms konden we derge- 
lijke limieten toch berekenen door in teller en noemer een gelijke factor weg te delen 
of door teller en noemer te delen door de hoogste macht van de variabele in de 
noemer. In veel gevallen is een dergelijke methode niet mogelijk en moet gezocht 
worden naar moeilijkere en bewerkelijkere methoden. In deze paragraaf krijgen we 
echter een hulpmiddel in handen om, gebruikmakend van de differentiaalrekening, 
dergelijke limieten op een vrij eenvoudige wijze te berekenen. 


De onbepaalde vorm (2) en de regel van L'Hôpital 
f(x) 


We gaan uit van de functies f(x) en g(x) en bekijken de limiet lim PEY 


Als de limieten voor x nadert tot c van zowel teller als noemer bestaan; dat wil 
zeggen er zijn reële getallen A en B, zodat 


lim f(x) = Aen lim pixy = B 


XC 
dan krijgen we 


fe) aa A 
Pgo) mg B 


We onderscheiden drie gevallen: 


lim f(x) 
l kni 1 A a J) xe A 
1 B #0; de limiet wordt gelijk aan B dus lim, -r lim gG) ary 


HOOFDSTUK 4 


Voorbeeld 71 
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2 B=0en A #0; de limiet bestaat niet omdat het quotiënt tot oo of tot —oo 


nadert, dus lim, Ja) = too. Of de uitkomst oo of —oo is, hangt af van de waarde 


g(x) 


van A en het feit of B van de negatieve of van de positieve kant tot 0 nadert. 


3 B= 0 en A = 0; de limiet wordt een onbepaalde vorm van het type ($) 


Al eerder in dit hoofdstuk hebben we de afspraak gemaakt dat we onbepaalde vor- 
men in berekeningen tussen haken schrijven. 
Met deze afspraak schrijven we dus in het derde geval: 


mec (0) 


In paragraaf 4.2 hebben we gezien dat een limiet van het type (5) allerlei uitkomsten 
kan hebben: 0, maar ook een willekeurig ander reëel getal of zelfs +oo of —oo (de 
limiet bestaat dan niet). De volgende regel geeft een methode om in dergelijke ge- 
vallen de limiet te berekenen. 





De regel van L'Hópital 

Als voldaan is aan de voorwaarden: 

e De functies f en g zijn differentieerbaar op het interval (a,b) 
e g'(x) #0 op het interval (a,b) 

e ciseen punt op het interval (a,b) 

f(c)=g(c) =0 

Dan geldt: 


[DFD 
ega) Eg) 








(4.47) 


In woorden: 
0 
Als lim Dn, = ai (5) dan differentiëren we teller en noemer en nemen vervolgens 
weer de limiet voor x — c. 
-Opmerkingen 
e De regel van L’Hôpital geldt ook als de functies f en g niet zijn 
gedefinieerd voor x = c en/of niet differentieerbaar zijn in x = c. 
Het is voldoende dat lim f(x) = 0 en lim gy = 0 


e De regel van L’Hôpital geldt ook als c = +00 en voor linker- en rech- 
terlimieten. 

e Inde regel van L'Hópital differentiëren we teller en noemer afzonder- 
lijk; we nemen dus niet de afgeleide van het quotiënt! 


aen 


RE 


WREE 1e: EER 
We berekenen de bekende limiet (airy met de regel van L'’Hôpital: 
XxX 


ie SIM 0 OS 1 
lim =(=] = Me =] 
KA 0 x—0 1 1 


. ] etn eN 
De uitkomst klopt met de in paragraaf 4.2 aangetoonde standaardlimiet HT = 1.0 
X— 
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Voorbeeld 74 


Voorbeeld 75 
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PIENU à 
We berekenen lim 
fest 


We kunnen deze limiet bepalen via ontbinden van de teller, maar we berekenen hem hier 
met de regel van L'Hôpital. 





en 
A ee KE 20 B EAE g 
Bereken lim ed £ e, 
v—=0 V — sin(2v) 
Oplossing 
. V + sin(2v) 0 … 1+2cos(2v) 1+2 
im e= | -| = lim e= = 3 
v—=0 v — sin(2v) 0 v=01 — 2cos(2v) 1—2 2 


Een veel gemaakte fout is de toepassing van de regel van L’Hôpital als 
niet aan de voorwaarden is voldaan dat f(c) = 0 én g(c) = 0 (zie het 
volgende voorbeeld). 


es: 








verloopt als volgt: lim == 0. 
xl0 COS X 1 


Als we de regel van L'Hôpital zouden toepassen (dit mag niet omdat 
g(c) = cos(0) = 1 # 0), zouden we krijgen: 


: . X 
De berekening van lim 
x]0 COS X 


1 1 
lim == iM - Eo ai 
xl0 cosx x0- SIN X U: i E 








Herhaald toepassen van de regel van L'Hópital 
f(x) 
g'(x) 


weer van het type (2) is, zijn we op het eerste gezicht niet veel opgeschoten. Maar 





Als na toepassen van de regel van L’Hôpital de nieuw ontstane limiet lim 


omdat f'(x) en g'(x) weer functies zijn, ontstaat een vergelijkbare situatie als in het 
begin. We passen de regel van L’Hôpital daarom nog een keer toe: 


„„ fœ) (0 … f ( … f) 
im == = [=~] =1 =(—)=l 
KC g(x) a) x>e g'(x) 5) x>e g'(x) 


Zonodig kunnen we de regel van L’Hôpital nog één of meer keren toepassen. Let er 


wel op dat we steeds de onbepaalde vorm (2) moeten hebben om de regel te 


kunnen toepassen. 








3 2 
nn Zee 1 
We berekenen lim ER ee 
SaR A oe y r a 


en Dm ee e a 
s e dees te ed Be edel he i 





We hebben de regel van L'Hôpital tweemaal toegepast. id 
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Voorbeeld 76 Aben es, 
De berekening van lim ——————— 


tao tst 
eee ep 0 ee a 
Te geet Ged Dee Oene DE lg 
t0 =t = Sif 0 t—0 r 


Sor ar 0 Ee ET I 
= lim ———— = |-| = lim =- =2 
t0 Sni 0 tai COSE i 


Hier is de regel van L'Hôpital drie keer toegepast. Mi 





verloopt als volgt. 


4.11.2 De onbepaalde vorm (5) 
OQ 


ie E i E te FAN oO 
Als geldt: lim f(x) = öö ëü lim g(x) = oo dan is lim A van het type (5). 





In dit geval kunnen we aantonen dat de werkwijze hetzelfde is als bij de regel van 
L'Hôpital uit paragraaf 4.11.1. Aangezien de teller en de noemer ieder afzonderlijk 
gedifferentieerd moeten worden, noemen we dit ook de regel van L’Hôpital. 

Kort opgeschreven: 














f(x) _ roo pn F) 
xoc g(x) = =m g'(x) peui 
2 
! — 1 
Voorbeeld 77 We berekenen lim a 
x=>œ0 2x2? +7 
3x Bk 1 (00 6x —5 soo REN, 
tao D +7 Gah at Ay a S Ae 4 ki 
Opdracht 
Bereken de limiet in voorbeeld 73 zonder de regel van L'Hópital toe te 
| passen. 
e” 
Voorbeeld 78 Bepaal lim —. 
voo VV 
Oplossing 
V V 
im | = (2) = im — = im e” = o% 
Voo V Oo V—o00 V= 
De limiet bestaat dus niet. El 
ee k d 
Voorbeeld 79 We berekenen lim — en gebruiken daarbij dat — (a“) = a“ - Ina. 
X—oo 2% dx 
2 
X ee 2x | 
en ee aana. a 
| Opdracht á 


-Bereken lim —. 
i x= eX 
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Opmerking 

De limieten, berekend in voorbeeld 79 en bovenstaande opdracht, zijn 
gelijk aan nul. Dat betekent dat de noemer sneller groeit dan de teller. 
Generaliserend kunnen we stellen dat de exponentiële functie f(x) = a*, 
met a > 1 sneller groeit dan ongeacht welke machtsfunctie g(x) = x”, 
met n > 0 als we x tot oneindig laten naderen. Dit geldt natuurlijk in het 
bijzonder ook voor f(x) = e*. 





De onbepaalde vorm (0 - oo) 


Als geldt: lim f(x) = 0 eñ lim g(x) = œ dan is lim (f(x) . g(x)) een onbepaalde 


vorm van het type (0 - oo). De uitkomst van een dergelijke limiet kan van geval tot 
geval verschillen. De uitkomst hoeft niet gelijk te zijn aan 0. 


Om de regels van L'Hópital uit paragraaf 4.11.1 en 4.11.2 te kunnen toepassen, 
herleiden we het product f(x): g(x) tot een quotiënt en hebben daarvoor twee 
mogelijkheden: 





lim (f(x) - g(x)) = lim LP = (5) 





XC xc 1 0 
g(x) 

òf 

AN ee BU) _ f 00 

lim(f(x) - g(x) = lim =~ = Ea 


f(x) 
Daarna passen we de regel van L'Hôpital toe. 
Opmerking 
Omdat we niet weten van welke kant f(x) tot 0 nadert, weten we niet of 


l m 
—— tot +oo of tot —oo nadert; daarom schrijven we oo. 


f(x) 





Hoewel het lijkt of we de keuze hebben uit twee mogelijkheden, is dit meestal niet 
het geval. Vaak is het zo dat de ene keuze tot een oplossing leidt, maar de andere 
mogelijkheid een meer ingewikkelde limiet levert. In het laatste geval hebben we 
dus een verkeerde keuze gemaakt. We maken dit duidelijk met het volgende voor- 
beeld 


We berekenen lim (t? - ef). 





L——00 
Ga na dat invullen van t = —oo de onbepaalde vorm (oo - 0) levert. 
De berekening van de limiet verloopt als volgt: 
2 

; t OO 

lim (& el) =(oo:0)= lim — = (5) 
t——o0 t——oo ET oo 

: 2t OO . 2 ; 
Shin S= (2) = lim —= lim (2e') =0 
be done °° hart AE OO dann SL DE l——00 
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We hadden ook de andere mogelijkheid kunnen kiezen: 
t 


dae mo m 
„im (t e") = (co D= im z= (5) | 


bn 
tes 00 te HE 0 Te (00 6t-4 p 0 


Verder gaan lijkt zinloos omdat de noemer steeds ingewikkelder wordt. Duidelijk is dat de 
eerste aanpak wel tot een oplossing leidt, maar de tweede niet. Si 


Il 


-Opdracht 

> Heeft de grafiek van y = f(x) = t? - ef horizontale asymptoten? Zo ja, 
naar links of naar rechts of naar beide kanten en wat is dan de vergelij- 
-king van deze asymptoten? 


Voorbeeld 81 Bereken a In). 
X 


Oplossing 
Invullen leidt tot de onbepaalde vorm (0 > —oo). 


In eee 
Het product kan herleid worden tot Tr of tot -7 De tweede herleiding lijkt niet te 


x Inx 
voldoen omdat de afgeleide van de noemer ingewikkelder zal zijn dan de huidige noemer. 
We kiezen dus voor de eerste mogelijkheid. 


lim(x- Inx) = 0: —oo) = im A = (5) 





x}0 xox OO 
BE 
= lim Hm 
KO x7 a ) E 
Opdracht | 


Probeer de limiet uit voorbeeld 81 te berekenen door gebruik te maken 
van de tweede herleiding en stop met de berekening als duidelijk is dat 
deze methode niet tot een oplossing leidt. 








l Opdracht 

! Onderzoek het gedrag van de functie y = f(x) = x - In x in de buurt van | 

Ï x= | 

: 3 | 

Voorbeeld 82 Bereken lim (x -In ( — 3) | 
X> X | 

Oplossing | 





Invullen leidt tot de onbepaalde vorm (oo - 0). 
We berekenen de limiet als volgt. 
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| 3 eene 0 
im (x-In{1+>)) = lim e= 
X—00 X X—00 Mn 0 


m Ee 
3 3 
E a 
Xoo tt T0 KE 


De onbepaalde vormen (0°), (o0?) en (1°°) 


De drie genoemde soorten onbepaalde vormen hebben alle de vorm van een macht. 
We zullen limieten die tot dergelijke onbepaalde vormen leiden, aanpakken met de 
e-in-de-macht-ln-methode. Deze methode kwamen we ook al tegen in paragraaf 4.7, 
toen we machten met de variabele in zowel grondtal als exponent differentieerden. 
Met deze methode is de macht p7 is als volgt te herschrijven: p1 = eP") = etln p, 


Daarom geldt: lim f(x) = lim e8(x) n fe), 


Omdat het nemen van een e-macht een continue functie is, kunnen we eerst de 
limiet van de exponent nemen en daarna de e-macht van de uitkomst bepalen. 

Als de oorspronkelijke limiet één van de onbepaalde vormen (0°), (oo?) of (1%) is, 
dan is de limiet van de exponent één van de ‘bekende’ onbepaalde vormen uit 
één van de paragrafen 4.11.1, 4.11.2 of 4.11.3, die we met de regel van L’Hôpital 
aanpakken. 

We illustreren deze methode aan de hand van een enkel voorbeeld. 


X 
We berekenen „im (( + 2) | waarbij p een reële constante is. Ga na dat dit een 
=> 00 
limiet van het type (1°°) is. 
P\X xn 1 Z) 
De e-in-de-macht-In-methode geeft (1 + = =—e KL, 


Het bepalen van de limiet van de exponent verloopt op exact dezelfde manier als die van 
de limiet in voorbeeld 82. 
Dus geldt: 


Elba 


De gevraagde limiet kan nu bepaald worden. 


mm (5) "0 


X—00 Zi 


De zojuist berekende limiet geeft de mogelijkheid om het getal e te benaderen. We 


X 
kiezen dan p = 1 en vullen in de vorm (1 + z) grote waarden van x in. 
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Opdracht m 
Vul in de vorm (1 + z) voor x achtereenvolgens de waarden 10, 100, 


1000 en 10000 in en ga na of we hiermee een redelijke benadering van het 
getal e krijgen. 





Opgaven bij 4.11 


Bepaal, indien ze bestaan, de volgende limieten. 








4 
. X* —8l 
a Wi d lim (t-e°) 
x—=3 x—3 t——00 
sin(nx) El 
b e lim ——=s— 
xl X£ +1 x=0 x 
l e2u O e72u el — 1 
c lim ———— f lim 
u=>0 sin(4u) u=0 tan u 


Bereken zo mogelijk de volgende limieten. 





Avi —3v +9 nt diel 
a U E Jm ge 
voo 3v +2’ X—>—00 8x? — 3 
3x - 2x +4 Ì i-t 
NR Die d lim 
X=o00 3 +x- 4x9 t—oo 1 + 2t 


Bereken de volgende limieten voor zover ze bestaan. 


n PU- 2w) c lim{(cos xr 

a diel In(5w + 1) lim (( ) 
. , 4 

b fm In(sin(2z)) d lim ((1 — x)=) 


zi0 In(sinz) 


VX—+7 


Welke waarde moet a hebben, als gegeven is dat lim Nr sn bestaat? Wat is de 
limiet in dat geval? ae 


De stroomkring in figuur 4.19 bestaat uit een accu met een (constante) spanning 
U (V), een weerstand met een weerstandswaarde R(Q) en een spoel met een zelf- 
inductie L (H). Op tijdstip t = 0 loopt er geen stroom, dus i(0) = 0. Als de 
schakelaar b wordt gesloten, wordt de stroomsterkte op een bepaald tijdstip 


gegeven door i(t) = =- (1 — et!) 































peat LEREN 
MEE 
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Onderzoek de stroomsterkte voor 
a grote waarden van t (waarbij de andere grootheden constant zijn). 
b kleine waarden van R (waarbij de andere grootheden constant zijn). 


In figuur 4.20 zullen we door een weerstand met weerstandswaarde R (Q) een 
condensator met capaciteit C (F) opladen met een accu met spanning U (V). Op 
het tijdstip t = 0 is de lading van de condensator q = 0. Nadat de schakelaar b is 
gesloten, is de lading van de condensator op een bepaald tijdstip t gegeven door 
g =G- u(1 z ere). 


i(t) 





Onderzoek de lading voor: 
a grote waarden van t (de overige grootheden zijn constant). 
b grote waarden van C (de overige grootheden zijn constant). 


Een lichaam met massa m is in vrije val. We nemen aan dat de luchtweerstand u 
evenredig is met de snelheid v, dus w = kv, waarbij k een constante is. De begin- 
snelheid is nul. De snelheid is dan op een bepaald tijdstip t: 


vit) = rs (1 — emt ) waarbij g de zwaartekrachtsversnelling is. 


Onderzoek de snelheid voor kleine waarden van k (de andere grootheden zijn con- 
stant). 


We gaan uit van dezelfde probleemstelling als in opgave 7. Maar nu nemen we aan 
dat de luchtweerstand evenredig is met het kwadraat van de snelheid, dus w = kv“. 


2ut 
In dat geval wordt de snelheid v(t) = (a) waarbij u = Ja 


Onderzoek de snelheid voor kleine waarden van k (de andere grootheden zijn con- 
stant). 


Herhalingsopgaven 


Bepaal zo mogelijk de volgende limieten. 


l x l x? + 2x 
á HH = d MM 
x>0 x3 + 2x x>0 \ XS + 4x 

l 


2x 
… GOEL l s 
b lim e lim 
x—0 x x—0 K 
xe 


lim ——— 
x10 sin(3Xx) 
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Bereken indien mogelijk de volgende limieten. 








i xe +3x +2 tan x 
a lim 5 d li 
X—00 3x4 +4 X=o0 X 
x+2 , 
b lim 5 e lim ex 
X> XS — XO 
l1- x 
c 


lim ——- 
x> 3x2 + 1 


Bepaal zo mogelijk de volgende limieten. 








j 2 
så = 2 
a lim 5 a d lim arctan y 
x>3 x2? —9 yt y? —2y+1 
. 2 28 3 
b lim SED) p pat Tu 
t0 ttan(3t) S—00 5s 
sin u 
li fr Mie 
i Een /u x—=0 lnx 


Bepaal voor zover aanwezig de horizontale en verticale asymptoten van de volgende 
functies. Controleer je antwoord via Maple of de GR. 








m _ X x“ — Bx 
a YI) arr? l peer 
X +2 
b v= an B a l 
F= Ja xe + 3r +2 e y = fa) = 1 
E -~ +a il 
c He a TT i y=f)=3t te 


De volgende functies zijn in minstens één punt discontinu. Bepaal waar de functie 
discontinu is en geef het type van de discontinuïteit. 




















2 

(her res: d fa) EED 
3— 2x ER 
ET es 

e fm IO 


a f= d g(x) = (x + 5)(x — 4)(x +2) 
2 En 
b FO) =p +23 e g) =H 
3t +5 


e 1 = f g(x) = |2x-— 1| 





EE dl 
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Differentieer de volgende functies. 
1 l 


a M= + e fia = 2/In(atesin £) 


— tanx cosx 








b f(x) = arctan(cos x) d f(t) =2%t + 2sin t + sin(2t) + (sint 


EF Bepaal Ee voor de krommen met de volgende vergelijkingen. 


a xIny + (sin y)"= e? b y +x =1+ sin(;) 


9 Gegeven de kromme met vergelijking x? + 2y? = 6. 
a Laat met Maple of de GR zien dat deze kromme een ellips is. 
b Bepaal de raaklijn in het punt (—2,1) aan de kromme. 


Bepaal de raaklijn aan de grafiek van de functie y = f(x) = v2 — x? als gegeven is 
dat de raaklijn evenwijdig is aan de lijn met vergelijking y — x = 1. 


fd 
Bepaal met behulp van een differentiaal de toename van y = sin G nx) als y 
afneemt van 1 tot 0,98. 


413 Samenvatting 


Limieten 

Tabellen geven een indicatie voor de uitkomst van een limiet. Een limiet bestaat als 
de limietwaarde reëel getal is. Het aantonen van het bestaan van een limiet kan met 
de regel 

lim f(x) = i um f =L en rA = L, waarin L een constante is. 


Hierin heet mi f(x) een linkerlimiet en r f(x) een rechterlimiet. 
xja xa 
Limieten met uitkomst +oo of —oo heten oneigenlijke limieten. 
Onbepaalde vormen m! 
Enkele onbepaalde vormen: PIa 0- +œ, oo — oo. Over de uitkomst valt in het 


; +00 
algemeen niets te zeggen. 
Rekenen met oo kan met de volgende ‘rekenregels’: 


oof = oo, als a > 0; 

Jee == EK Cr 0o = ss als e= en e w= on als e 0 
EENE PE de nn: o 

too ge ie 


oo + 09 = 00; 


oo + C=ooen -œ +c = —oo, voor c € R. 
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Limieten van rationale vormen 

Bij limietenberekeningen van rationale vormen (veelterm gedeeld door veelterm), 
waarbij de variabele nadert tot +oo of tot —oo, delen we in teller en noemer alle 
termen door de hoogste macht van de variabele die in de noemer voorkomt. 


Asymptoten 

De rechte lijn x = a is een verticale asymptoot van de grafiek van f als geldt 
lim = Los éên/of amp) = $00; 

xja Xa 


De rechte lijn y = b is een horizontale asymptoot van de grafiek van f als geldt 
lim J= b en/of lim f(x) = b 
—OO —— OO 


Insluitstelling 
Als f(x) < k(x) < g(x) voor alle waarden van x in de buurt van a en 
lim f(x) = lim g(x) = L, dan geldt lim k = Ei 


Lis een reëel getal en a mag ook de waarde +oo of —oo hebben. 














Standaardlimieten 
i 1 : l l ; 
e lim — = 0, mits « > Oen lim — = 0, mits a € Z*. 
x—>o0 x% x=- y% 
. Sinx : y 
e lim = lim — = ] 
x=0 X x—0 sin x 
tan x X 
e lim = lim = Ì 
Rl X x—=0 tan X 
Continuiteit 


Een functie f heet continu in een punt x = a als aan drie voorwaarden is voldaan: 
e f(a) bestaat, dat wil zeggen: a € De; 
v lim f(x) bestaat; 


e lim f(x) = f(a). 


Als aan één of meer voorwaarden niet is voldaan dan heet f discontinu in x = a. 
Omwisselen van limietneming en functiewaardebepaling is onder voorwaarden toe- 


gestaan. 
Als lim f(x) = Lén g(v) is continu in v = L dan 
lim gf(x)) = g(lim f(x)) = g(L). 


Differentie en differentiequotiënt 

Het differentiequotiënt is een deling van differenties (verschillen): verschillen in 
functiewaarden worden gedeeld door verschillen in de bijbehorende argumenten. 
Bij een functie f met voorschrift y = f(x) is het differentiequotiënt gelijk aan 

Ay _ Af(x) _ f(x + Ax) - f(x) 





Ax AX AX 
De afgeleide 
De afgeleide van f(x) in het punt met x-coördinaat x is gelijk aan: 
… Af) L an J+ Ax) - fix) 
/ 
- Nr im LES 
f(x) An Ax Aai Ax 
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df(x) dy 

dk 'dr PY 
De richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt (p‚f(p)) is 
gelijk aan f'(p). Deze richtingscoëfficiënt is gelijk aan de tangens van de richtings- 
hoek, dat is de hoek die de raaklijn maakt met de richting van de positieve x-as. 





Andere notaties: 








Rekenregels 

e constante factor: f(x) = c- g(x) > f'(x) = (c- g(x) = c - g'(x), met c € R. 

e somregel: f(x) = g(x) + h(x Aa (a = (g is ) + h(x) = g'(x) + h'(x) 

e productregel: f(x) = g(x) - h(x) > f'(x) = (g(x) - h(x)’ = g'(x) - h(x) + g(x) 
h'(x) i io ai / 

M " _ 8%) EN (z2) _ h(x) - g (x) - g(x) - h (x) 
quotiëntregel: f(x) = rE rk E (ho)? 


Standaardafgeleiden 
e f(x) =c=>f(x)=0 


e f(x) =x* > f'(x) =a- x1, waarbij a € R 
è fd sinere F — cds 


e f(x) =cosx f'(x) =—sinx 








e fa) = hnr f(x) => 
e f) = “logx > fa) = 

e fis) = arcsinx > f'(x) = 
e f(x) =arccosx > f'(x) = Tr 
e f(x) = arctan x > f'(x) =- ds 


Kettingregel 
Stel v = g(x) is differentieerbaar in het punt met x-coördinaat x en y = f(v) is 
differentieerbaar in het punt met v-coördinaat v = g(x). 


De afgeleide van de samengestelde functie a in het punt met x-coördinaat x is dan 
dy dy d y / gl / d o fl / 
Edd LEW = fea) g'(x), dus: fB) = fB) 82). 


Lineaire benaderingen 
We kunnen een functie y = f(x) rond een punt x = a benaderen door een lineaire 


functie: f(x) = f(a) + f'(a)- (x — a). 
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De grafiek van f wordt dan benaderd door de raaklijn aan de grafiek in het punt 
(af (a)). De raaklijn heeft vergelijking y = f(a) + f'(a) - (x — a). 


De differentiaal van x en y 

e De differentiaal van de onafhankelijke variabele x, genoteerd als dx is een onaf- 

| hankelijke variabele en kan dus een willekeurig reëel getal zijn 

e Voor de differentiaal van de afhankelijke variabele y, met y = f(x) geldt: 

dy = f'(x) - Ax. Aangezien Ax = dx geldt: dy = f'(x) - dx. 

e Meetkundige betekenis: 
Ay is de toename van langs de grafiek en dy is de toename langs de raaklijn. Voor 
kleine Ax = dx geldt: Ay ~ dy = f'(x) - Ax = f'(x) - dx; Ay is een benadering 
van dy. 


Afgeleiden van hogere orde 
Differentiëren van de afgeleide (= eerste afgeleide) van een functie y = f(x) levert de 


2 


2 
tweede afgeleide van die functie f. Notatie: z = 25 fiel M=. 


De afgeleide van de tweede afgeleide heet de derde afgeleide, enzovoort. 


n n 
De n-de afgeleide van y = f(x) noteren we als: z2 = ae = f(x) = y”, 


De regels van L'Hópital 








al jim) (ON f@) 
e Als f(c) = g(c) = 0, dan is lim Cn (5) = lim -, 


e Als lim f(x) 5e lim g(x) = oo, dan is 





TA _ ro a 
ve g(x) — H = g 


OO 


e Als lim f(x) = 0 eù lim g(x) = oo, dan het product f(x) - g(x) tot een quotiënt 





herleiden. Dan geldt: lim (f (x) BEN = lim, J12) < (5) Óf 


> yO 
g(x) 
| m8 ee Erkel 
lim (f(x) EN) = lim =~- = (=) Daarna de regel van L’Hópital toepassen. 
f(x) 


e Bij onbepaalde vormen van het type (0°), (oo?) en (1%): pas de e-in-de-macht- 
In-methode toe. Gebruik dat p1 = ela?” = e9lnp en dus 
lim f(x)8® = lim e8 Inf) De exponent van de e-macht is een onbepaalde 
XC Hamm Êi 


vorm die met de regel van L’Hópital berekend wordt. 
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Leerdoelen hoofdstuk 5 


In de voorgaande hoofdstukken zijn veel zaken aan de orde gekomen die gebruikt 
kunnen worden bij het onderzoeken van de belangrijke kenmerken van een functie 
en zijn grafiek. Eerst gaan we na welke kenmerken onderzocht kunnen worden. 
Daarna kunnen we uitgaande van het voorschrift van een functie vele kenmerken 
bepalen en daarna de grafiek tekenen. Ook kunnen we eerst een plotje maken met 
bijvoorbeeld een computeralgebrapakket (Maple) en daarna bepaalde kenmerken 
die we in de plot op het spoor gekomen zijn nader onderzoeken. Het onderzoeken 
van de kenmerken van een functie en zijn grafiek noemen we kortweg functieonder- 
zoek. Het kunnen bepalen van maximale en minimale waarden van een functie kan 
gebruikt worden bij het oplossen van optimaliseringsproblemen. Verder wordt aan- 
dacht besteed aan het numeriek oplossen van vergelijkingen. 


In dit hoofdstuk komen de volgende onderwerpen aan de orde. 

e het verband tussen stijgen en dalen van een functie en de eerste afgeleide 

e het bepalen van maximale en minimale functiewaarden 

e het verband tussen de tweede afgeleide en de aanwezigheid van buigpunten 

e het plotten van een grafiek van een functie 

e diverse kenmerken van een functie en zijn grafiek, zoals domein, bereik, asymp- 
toten, extreme waarden, discontinuïteiten. 

e het oplossen van optimaliseringsproblemen met behulp van differentiaalreke- 
ning 

e het lokaliseren van een nulpunt van een functie met een grafiek 

e het oplossen van een vergelijking met de methode van bisectie 

e het oplossen van een vergelijking met de methode van Newton-Raphson 


Figuur 5.1 
Grafiek van een functie 


met knikpunt 


Figuur 5.2 
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toepassing van 
de differentiaal- 
rekening 


Stijgende en dalende functies en de afgeleide 


In hoofdstuk 2 hebben we laten zien wat we verstaan onder een stijgende en een 
dalende functie. In deze paragraaf zullen we de begrippen stijgend en dalend in 
verband brengen met de afgeleide van een functie. 


Eerst komen we terug op het begrip knikpunt in de grafiek van een functie en het 
verband met de differentieerbaarheid van de functie. In figuur 5.1 is een grafiek van 
een functie getekend waaraan in elk punt een raaklijn te trekken is, behalve in het 
punt met x = 6. Dit punt wordt een knikpunt genoemd. In een dergelijk punt ver- 
andert de raaklijn plotseling van richting. Sterker gezegd, in het knikpunt zelf is geen 
raaklijn aan de grafiek te trekken. In hoofdstuk 4 hebben we laten zien dat de 
afgeleide in x = a gelijk is aan de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek 
van y = f(x) in het bijbehorende punt op de kromme (zie paragraaf 4.4). De afge- 
leide van de functie waarvan in figuur 5.1 de grafiek getekend is, kan dus niet be- 
staan in het punt met x = 6. De afgeleide functie uit figuur 5.2 maakt in x = 6 een 
sprong. Formeler gezegd: de afgeleide is discontinu in het punt met x = 6. 














Figuur 5.3 


Figuur 5.4 





Voorbeeld 1 


Figuur 5.5 


Voorbeeld 2 


222 Functieonderzoek; toepassing van de differentiaalrekening 


We gaan nu het verband laten zien tussen het stijgen of dalen van een functie en de 
eerste afgeleide van die functie. Stel dat een functie y = f(x) gegeven is met als 
domein D. In figuur 5.3 en 5.4 hebben we twee mogelijke gevallen getekend. Bedenk 
hierbij dat de afgeleide in een punt gelijk is aan de richtingscoëfficiënt van de raak- 
lijn aan de grafiek in dat punt en dus ook gelijk is aan de tangens van de richtings- 
hoek. 


In figuur 5.3 is er sprake van een stijgende raaklijn, de richtingscoëfficiënt is dus 
positief en dus geldt f'(c) > 0. En omdat daarom ook geldt dat tan a > 0, « is een 
scherpe hoek en ligt dus tussen 0° en 90° . 


y 





In figuur 5.4 hebben we, in tegenstelling tot figuur 5.3, te maken met een dalende 
raaklijn, de richtingscoëfficiënt is dus negatief en dus geldt f'(c) < 0. Nu geldt 
daarom: tan a < 0; « is in dat geval een stompe hoek (tussen 90° en 180°). 

In plaats van de stompe hoek « kunnen we ook de negatieve hoek B gebruiken, B ligt 
dan tussen —90° en 0°. 

Dit geeft als resultaat de volgende stelling. 


Stelling 
De functie y = f(x) is stijgend op het interval Z, als f'(x) > 0 voor elke x € I en f(x) 
is dalend op het interval 1 als f'(x) < 0 voor elke x € I. 


Gegeven is: y = f(x) = xX? — 3x, met xe R. 
De afgeleide is : 


f'(x) = Xê — 3 = 3(x — 1)(x + 1) 


Uit het tekenoverzicht van f'(x) (zie figuur 5.5) volgt: 

f(x) is stijgend voor x < —1 V x > 1. 

f(x) is dalend voor —1 < x < 1. 

De grafiek van y = f(x) = x° — 3x zal verderop in dit hoofdstuk worden getekend in 
figuur 5.14. kai 


Gegeven de functie met voorschrift y = g(x) = x + cos(2x), met x € [-r,n]. 
We bepalen de intervallen waarop g stijgend of dalend is. 

We differentiëren de functie g en gebruiken daarbij de kettingregel. 

De afgeleide is g'(x) = 1 — 2 sin(2x). 

We bepalen de nulpunten van de afgeleide. 








Figuur 5.6 
Tekenoverzicht bij 


voorbeeld 2 
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gods 0= 12sm = 0s 
1 
a 
sin(2x) ie 
1 
sin(2x) = sin 6 z) = 


1 
2x = ET + k- 2r V 2x = (r -57) +k met ke Z = 


1 5 
a a met kez 


Op het domein |—r‚r] geeft dit vier oplossingen, namelijk: 


11 1 
= —— TVX =-——TVX=—TVX=— T 
12 12 12 12 
een eee 0 - 0 + + + 
eee 
„T -ET -5T ST Zn T 


Uit bovenstaand tekenoverzicht kunnen we concluderen dat: 
g stijgend is op -r -— T" U -ara U 5 nn en 
12 2 eZ 12 

g dalend is op -i T — Hen | U z ra” 

12 12 12 12 
Het hierboven gebruikte teken ‘U’ is het zogenaamde ‘verenigingsteken’ en wordt ge- 
bruikt om de vereniging van twee (of meer) verzamelingen aan te geven. In de vereniging 
van twee verzameling zitten alle elementen die in minstens één van beide verzamelingen 


voorkomen. 
In voorbeeld 4 van dit hoofdstuk zullen we de grafiek van g tekenen. 


Opgaven bij 5.1 


Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = xX? — 3x? — 3x, met x € R. 
Bepaal de afgeleide van f en het tekenverloop van deze afgeleide. Leid hieruit af 
voor welke waarden van x de functie f stijgend of dalend is. 


l 
Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = P met x € R. 


Bepaal de afgeleide van f en de punten waarin de afgeleide gelijk is aan 0. Teken ook 
het tekenverloop van f’. Voor welke waarden van x is de functie f stijgend en voor 
welke waarden van x is deze dalend? 


l 1 
Gegeven de functie met voorschrift y = f(x) = 2x — tan x, met x € (- zg z) 


Bepaal de afgeleide van f en het tekenverloop van deze afgeleide. Leid hieruit af 
voor welke waarden van x de functie f stijgend of dalend is. 











5.2 


Figuur 5.7 


Figuur 5.8 
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Minima en maxima 


In praktijktoepassingen zoals optimaliseringsproblemen komt het vaak voor dat we 
de maximale of minimale functiewaarde willen weten. Deze maximale en minimale 
waarden worden samen extreme waarden genoemd. 


Lokale en globale maxima en minima 

Lokale extreme waarden geven een beschrijving van plaatselijke eigenschappen van 
de functie. 

Als de functiewaarde f(c) de grootste functiewaarde is in de buurt van x = c, dan 
heeft de functie f een zogenaamd lokaal (=plaatselijk) maximum voor x = c. Alle 
functiewaarden f(x) voor x in de buurt van c zijn dan kleiner dan f(c). 

Voor een lokaal minimum f(d) geldt natuurlijk dat het de kleinste functiewaarde is 
in de buurt van x = d. 


Een minimum heet globaal als het minimum tevens de kleinste functiewaarde op 
het hele domein is. Evenzo noemen we de grootste functiewaarde op het gehele 
domein het globale maximum van de functie. De globale maxima en minima be- 
palen we meestal pas nadat de grafiek van de functie op het gehele domein getekend 
is. 


Opmerking 

Een lokaal maximum (of minimum), wordt ook wel een relatief maxi- 
mum ( of minimum) genoemd. 

Een globaal maximum (of minimum) heet ook wel een absoluut maxi- 
mum (of minimum). 





In figuur 5.7 en 5.8 zien we enkele voorbeelden van lokale en globale maxima en 
minima. 





i 
l 
i 
l 
| 
| 
| 
i 
i 
f 
l 
l 
I 
C1 C2 b 


Extreme waarden: Extreme waarden: 
f(c) is een lokaal maximum f(c) is een globaal minimum 
f(co) is een globaal minimum f(c) is een globaal maximum 


f(b) iseen globaal maximum 


In beide figuren is ook nog sprake van randextremen. In figuur 5.7 is f(a) een lokaal 
randminimum (f is voor x = a kleiner dan voor een waarde iets groter dan a) en 
f(b) een globaal randmaximum (f is voor x = b groter dan voor elke andere waarde 
van x in het domein van f ). Op overeenkomstige wijze is in figuur 5.8 f(a) een 
(lokaal) randmaximum en f(b) een (lokaal) randminimum. 


Figuur 5.9 


Figuur 5.10 


Figuur 5.11 


Figuur 5.12 
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In paragraaf 5.1 hebben we gezien dat f (x) stijgt als f'(x) > 0 en daalt als f'(x) < 0. 
In figuur 5.7 gaat de grafiek over van stijgend naar dalend (dus gaat de afgeleide van 
positief naar negatief) in het punt met x-coördinaat cj. In dat punt is het mogelijk 
een raaklijn te trekken, de afgeleide bestaat dus. Omdat de raaklijn horizontaal loopt 
is de richtingscoëfficiënt gelijk aan 0. Er geldt daarom f'(cj) = 0. 

In het punt met x-coördinaat c‚ gaat de grafiek van dalend naar stijgend, dus de 
afgeleide gaat er van negatief naar positief. Ook hier kunnen we een raaklijn trekken 
en ook deze raaklijn loopt horizontaal. Daarom geldt f'(co) = 0. 

We formuleren bovenstaande in de volgende stelling. 


Stelling 
Als de functie f differentieerbaar is op het interval [a,b] en als f(c) (met a < c < b) 
een maximum of minimum is, dan is f'(c) = 0. 


Wanneer omgekeerd f'(c) = 0, hoeft dit nog niet te betekenen dat f(x) een lokaal 
maximum of minimum heeft voor x = c (zie als tegenvoorbeeld figuur 5.13). Alleen 
als f'(x) in x = c ook van teken wisselt, weten we zeker dat we met een maximum of 
een minimum te maken hebben. 


Figuut 5.8 laat zien dat er een maximum of minimum kan zijn, terwijl de afgeleide 
niet bestaat. We noemden zulke punten al eerder in dit hoofdstuk knikpunten. 


Samenvatting 

1 f(c) is een maximum als f'(x) > 0 voor x < cen f'(x) < 0 voor x > c , hierbij is 
x wel dicht bij c gekozen. In dit geval verandert f'(x) van positief in negatief, als x 
in positieve richting (van links naar rechts) c passeert. De functie f verandert dan 
van stijgend in dalend. 
In figuur 5.9 is f(c) = 0, maar in figuur 5.10 is f'(c) niet gedefinieerd. In beide 
gevallen is er sprake van een maximum. 






f'(x) <0 





2 f(c) iseen minimum als f'(x) < 0 voor x < cen f'(x) > Ovoorx > c, hierbij is x 
wel dicht bij c gekozen. Nu verandert f'(x) van negatief in positief, als x in 
positieve richting c passeert en f verandert van dalend in stijgend. 

In figuur 5.11 is f/(c) = 0, maar in figuur 5.12 is f'(c) niet gedefinieerd. Toch is er 
in beide gevallen sprake van een minimum. 


f'(c)> 0 


f'(c) <0 
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3 Als f(c) = 0, kunnen we een extreme waarde voor x = c aantreffen, maar dat 
hoeft niet. In figuur 5.13 is een geval weergegeven waar we niet te maken hebben 
met een lokale extreme waarde, ook al is f(c) = 0. 


Figuur 5.13 





4 Bij de definities van een maximum en een minimum van de functie f(x) voor 
x = c, gaan we ervan uit dat x zowel van links als van rechts tot c kan naderen. 
Als f(x) gedefinieerd is op een gesloten interval [a,b], zal in de randpunten x = a 
en x = b vaak een randmaximum of randminimum aanwezig zijn. In dat geval 
kan x uitsluitend van rechts tot a naderen en uitsluitend van links tot b. Uiter- 
aard kunnen randextremen zowel lokaal als globaal zijn. Een soortgelijke rede- 
nering geldt voor de halfopen intervallen [a,b) en (a,b). 


In voorbeeld 1 bekeken we de functie met voorschrift y = f(x) = x° — 3x, met x € R. 
We berekenden daar de afgeleide: f'(x) = 3x? — 3 = 3(x — 1)(x + 1). 
Uit het tekenoverzicht van f'(x) (figuur 5.5) kunnen we opmaken dat f'(x) een teken- 





Voorbeeld 3 


wisseling ondergaat zowel bij x = 1 (van plus naar min) als bij x = —1 (van min naar 
plus). 
Er is dus een lokaal maximum voor x = —1. De maximale functiewaarde is daar: 


Vmax = f(-1) = (1) = 1432 
Er is een lokaal minimum voor x = 1: 
Vin =fO)=1S 3-11 3=2 


De functie blijkt geen globaal maximum of minimum te hebben. De grafiek is getekend in 
figuur 5.14. Et 





Figuur 5.14 





Bij het berekenen van minima en maxima vullen we de waarde van het 
argument (hierboven steeds x) in het voorschrift van de functie in en niet 
in de afgeleide van de functie. Dit laatste wordt nogal eens gedaan, maar 
leidt, als deze bestaat, vanzelfsprekend altijd tot de waarde 0. 


En 


See 


=S 
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Opdracht 
Bereken zelf de nulpunten van f. 


We keren terug naar voorbeeld 2. 

Daar bekeken we de functie g met voorschrift y = g(x) = x + cos(2x), met 

X € [-n, t]. 

De afgeleide is: g'(x) = 1 — 2 sin(2x). 

Aan het tekenoverzicht (figuur 5.6) is te zien dat er tekenwisseling optreedt in alle nul- 
punten van de afgeleide g’. In al deze nulpunten is er dus sprake van een extreme 
waarde. 

Voor x = — H nr wisselt de afgeleide van positief naar negatief, daar is dus sprake van 
een lokaal maximum. De functiewaarde is daar; 


11 11 11 11 1 
Ymax = a(-7") = mage T cos (2. (-77)) = er U i —2,01 


Voor x = — p nm wisselt de afgeleide van negatief naar positief, daar is dus sprake van 


een lokaal minimum. De functiewaarde is daar; 


7 ] 7 7 | z 
Ymin = ole) = gres (-57)) = a o T zz —2,10 


Ga zelf na of er in de andere punten sprake is van een minimum of maximum en bereken 
de extreme waarde. 

Verder zien we aan het tekenoverzicht dat de afgeleide positief is tussen x = D T en 
Xx = 2r, het eindpunt van het domein. Dus in dit laatste stukje van het domein stijgt de 
functie en daarom heeft g een randmaximum voor x = 2r. De functiewaarde is daar 


Ymax = 9(27) = 2n + cos(2 - 2r) = 2r + 1 ~ 7,28 


In figuur 5.15 is de grafiek van g getekend. 


Figuur 5.15 
Grafiek van de functie 


g uit voorbeeld 2 en 4 





Opdracht 
Beschrijf de situatie aan de linkerrand van het domein, dus bij x = —2r 


We onderzoeken of de functie met voorschrift y = f(x) = Y x2, met x € R maxima 
en/of minima heeft. 
We bepalen daarvoor eerst de afgeleide van f. 








HOOFDSTUK 5 





Figuur 5.16 
Tekenoverzicht bij 
voorbeeld 5 


Figuur 5.17 
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ARES 2 
FOO =x 3 = —— waarbij x # 0. 
asg 33x j X # 
We zien dat 0 wel tot het domein van f behoort, maar niet tot dat van f’. 
— — = + + + + 
f'(x) X 





0 


Uit figuur 5.16 zien we dat er een tekenwisseling is voor x = 0, dus er is een minimum 
voor x = 0 met Ymin = f(0) = 02 = 0. Dit minimum blijkt globaal te zijn 
(zie figuur 5.17). 





-Opdracht 
e Toon aan dat de grafiek van de functie f uit voorbeeld 5 symmetrisch 
is ten opzichte van de y-as. 


e Hoe loopt de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met x = 0? 






i 


Opgaven bij 5.2 


Onderzoek van de volgende functies wanneer de functie daalt of stijgt en bepaal de 
lokale en globale maxima en minima. 





a y=f(x = =12r+43 d =f) =-= 
b EER EES EE e PLA peL. 
B 3 r= x2? +1 
16 4z 
c w= f(z) = z? + — f s=f(Z) == metz g -l2 
Z (z2 +3) 1,21 


Bepaal van de volgende functies de lokale en globale maxima en minima. 


a y= f(x) = sin(2x) — x, met x € Zegel 


b y=flwj=e Je 


Figuur 5.18 


Figuur 5.19 
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Bepaal van de volgende functies waar de functies stijgend of dalend zijn en bepaal 
de extreme waarden. 





í 
a v=f(z)= V25 = 4z? ë Sell = DEE 
b y=f(x) as í —x d y = f(x) = 5 — 2(x — 1)$ , met x > 1. 


De tweede afgeleide; buigpunten 


In paragraaf 5.1 hebben we gezien dat de eerste afgeleide van een functie iets zegt 
over het stijgen en dalen van die functie. In deze paragraaf bekijken we de tweede 
afgeleide van een functie en zullen zien dat ook uit de tweede afgeleide kenmerken 
van de grafiek zijn af te leiden. 


Met de tweede afgeleide kunnen we vaststellen in welke richting de grafiek van een 
functie buigt. Bekijk daarvoor de figuren 5.18 en 5.19. 


a ) | | 


In figuur 5.18 kunnen we de getekende boog (van onderaf gezien) als bol beschou- 
wen. We zeggen ook wel dat de boog convex is. Bij een dergelijke boog raken de 
raaklijnen aan de onderkant van de boog. 

Figuur 5.19 laat echter een stuk boog zien, dat (van onderaf gezien) beschouwd kan 
worden als hol. We zeggen ook wel dat zo’n boog concaaf is. Hier raken de raak- 
lijnen aan de bovenkant van de boog. 


Als we langs het boogelement in figuur 5.18 naar rechts bewegen, dus in de positieve 
richting van de x-as, zal de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de boog in figuur 
5.18 toenemen. Immers, de raaklijn is eerst vrij sterk dalend, wordt minder dalend, 
gaat horizontaal lopen en wordt daarna stijgend. De richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn is dus eerst vrij sterk negatief, wordt minder sterk negatief, wordt 0 en 
tenslotte positief. 

In figuur 5.19 is de situatie net andersom; daar neemt de richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn juist af. 


Opdracht 
Ga zorgvuldig na wat hierboven beweerd wordt en beschrijf de situatie in 
figuur 5.19 uitgebreid. 


Fr bestaat een nauw verband tussen de afgeleide van een functie y = f(x) en de 
richtingscoëfficiënt van de raaklijn (TCraaklijn). Zoals bekend, geldt voor de raaklijn 
in het punt (a, f(a)): rCraakijn = f'(a). Het bovenbeschreven verschijnsel van de 
buiging van de grafiek bleek samen te hangen met het toenemen of afnemen van 
de richtingscoëfficiënt van de raaklijn, dus met het toenemen of afnemen van de 
eerste afgeleide. 











Figuur 5.20 


Figuur 5.21 


Voorbeeld 6 


Figuur 5.22 
Tekenoverzicht van 
f(x) 
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Als een functie stijgt zal zijn eerste afgeleide positief zijn. Als dus de eerste afgeleide 
stijgt moet de afgeleide hiervan, dat is de tweede afgeleide van de functie zelf, 
positief zijn. Bij deze situatie hoort figuur 5.18. In het geval van een dalende rich- 
tingscoëfficiënt, dus een dalende eerste afgeleide zal de tweede afgeleide negatief 
moeten zijn. Zie hiervoor figuur 5.19. 

We vatten bovenstaande samen. 


Samenvatting 

— De grafiek van y = f(x) is convex (bol) in alle punten waar de tweede afgeleide 
f'(x) positief is. 

— De grafiek van y = f(x) is concaaf (hol) in alle punten waar f'(x) negatief is. 


Definitie van een buigpunt 
Een punt op een grafiek waarin de grafiekboog van convex in concaaf of van concaaf 
in convex overgaat, noemen we een buigpunt. 


In de volgende stelling staan de voorwaarden waaronder een gegeven punt op een 
grafiek een buigpunt is. 


Stelling 

Als van een grafiek, gedefinieerd door y = f(x), de tweede afgeleide f'(x) voor 
x = a van teken wisselt als we x = a passeren, zeggen we dat het punt op de 
kromme met x-coördinaat x = a, dat is het punt (a,f (a)), een buigpunt is. 

In Figuur 5.20 en 5.21 brengen we deze voorwaarden in beeld. De raaklijn aan de 
grafiek in een buigpunt noemen we een buigpuntsraaklijn. 





f'(x) <0 





De functie met voorschrift y = f(x) = x? — 3x, met x € R, is al eerder behandeld en 
de grafiek hiervan is getekend in figuur 5.14. 

We bekijken de tweede afgeleide van f. 

De afgeleide is: f'(x) = 3x? — 3. 

En de tweede afgeleide: f” (x) = 6x 

De tweede afgeleide heeft een nulpunt voor x = 0. 

We maken het tekenoverzicht van f” (x). 


— - - 0 + + + 
FO) ——— e y 
0 


Uit bovenstaand tekenoverzicht blijkt dat er tekenwisseling van de tweede afgeleide 
optreedt bij x = 0. Er is dus een buigpunt bij x = 0, met y-coördinaat 
y = f(0) = 0? — 3-0 = 0. Het buigpunt is dus het punt (0,0), de oorsprong. 


Figuur 5.23 
Tekenoverzicht van 
g” (x) 
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Bovendien zien we aan het tekenoverzicht dat de grafiek van f concaaf is voor x < 0 en 
convex voor x > 0. Het zojuist berekende buigpunt is daarom een concaaf-convex 
(of hol-bol) buigpunt. 


Opdracht 
Ga na dat deze uitkomsten en de grafiek in figuur 5.14 met elkaar in over- 
eenstemming zijn. 


We onderzoeken of de functie met voorschrift y = g(x) = x + cos(2x), met 
Xx € |—n, n| buigpunten heeft. Deze functie hebben we ook al bekeken in de voorbeelden 
2 en 4 en zijn grafiek staat in figuur 5.15. We bepalen de tweede afgeleide. 


g(x) = X + cos(2x) => 
g(x) = 1 —2sin(2x) — 
g x) = 4 cos(2x) 


Om het tekenoverzicht van g”(x) te kunnen maken bepalen we eerst de nulpunten van 
AA 
g (x). 


g x) = 0 
— 4 cos(2x) = 0 > 
COSI =D 


he e 


2 
X Br met kez 
Ten JL Le 
4 Bin 
i ; ; 3 1 1 3 
Op het domein van g geeft dit de oplossingen — rE E en 7” 
Mei, Pilk 0 M EE 0 SAN SEL 
ennen eenn ® 
na tat aA 3r ån T 


Het tekenoverzicht van g” (x) is als volgt: 
Hieruit concluderen we dat er steeds tekenwisseling van de tweede afgeleide optreedt 
bij de nulpunten van g”. Voor deze vier waarden van x is er dus sprake van een buigpunt. 


Voor x = at hebben we een concaaf-convex (hol-bol) buigpunt. Het buigpunt is het 


unt en en = ae aA (ga na!) op de grafiek van 
p g E r = Ee g Jop de g g. 


Opdracht 

e Bereken ook de coördinaten van de andere buigpunten en geef aan 
wat voor soort buigpunt het is. 

e Ga na dat de resultaten uit voorbeeld 7 kloppen met de grafiek van g 
(figuur 5.15). 





232 Functieonderzoek; toepassing van de differentiaalrekening 








Voorbeeld 8 


We zullen de grafiek van y = f(x) = /x, met x € R tekenen. 
We herschrijven f en bepalen zijn eerste en tweede afgeleide. 


f(x) = Yx = x3 

Differentiëren geeft 
oane 1 

FAN) NT EE ke 


en nogmaals differentiëren geeft de tweede afgeleide: 


F 1 A —2 

lener, 
We zien dat f'(x) en f” (x) niet gedefinieerd zijn voor x = 0; f(0) bestaat echter wel. 
We onderzoeken de eventuele aanwezigheid van extreme waarden. 

f'(x) heeft geen nulpunten. f'(x) bestaat niet voor x = 0. Eventueel zou daar teken- 
wisseling van f'(x) kunnen plaatsvinden. 

Ga na dat f'(x) voor x # 0 altijd positief is . In dit geval kan er dus ook geen tekenwis- 
seling optreden bij x = 0. Er kan daarom bij x = 0 geen sprake zijn van een maximum of 
minimum. 
We onderzoeken de eventuele aanwezigheid van buigpunten. 

Ook f” (x) heeft geen nulpunten. f/(x) bestaat niet voor x = 0. Eventueel zou daar wél 
tekenwisseling van f(x) kunnen plaatsvinden. 

Het tekenoverzicht van f” (x) ziet er zo uit: 


Figuur 5.24 hi he r 7 t pt ai z 
, FEDO mea OŘ MM 
Tekenoverzicht 0 X 
van f” (x) 


Bij x = 0 treedt dus wel tekenwisseling van f” (x) op. En hoewel f” (x) niet bestaat voor 
x = 0 is er daar wel een buigpunt. De y-coördinaat van het buigpunt is 

Ybgpt = f(0) = 0. Het buigpunt is dus het punt (0,0), de oorsprong van het assenstelsel. 
Aan het tekenoverzicht is ook te zien dat de grafiek van f convex is voor x < 0 en 
concaaf voor x > 0. Het is dus een convex-concaaf (bol-hol) buigpunt. 

De buigpuntsraaklijn in de oorsprong is een verticale lijn. 

De grafiek is in figuur 5.25 getekend. 





Figuur 5.25 
Grafiek van 


y = f(x) = VX 





Opdracht 
Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met 
x=l. 


| 
| 
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Maxima en minima en de tweede afgeleide 

Nu we de betekenis van de tweede afgeleide van een functie kennen, kunnen we nog 
een andere toepassing ervan geven. 

Stel dat de afgeleide van y = f(x) voor x = c gelijk is aan 0, dus f'(c) = 0. De raak- 
lijn aan de grafiek van f in het punt (c‚f(c)) loopt dan evenwijdig aan de x-as. We 
gaan ervan uit dat f(x) bestaat en continu is in een omgeving van x = c. Aan het 
teken van f”(c) is te zien of de grafiek in de omgeving van het punt met x = c 
concaaf of convex is. Als f(c) < 0 dan is de grafiek concaaf (holle kant naar onder) 
en is er sprake van een maximum voor x = c. Als f” (c) < 0 dan is de grafiek convex 
(bolle kant naar onder) en is er sprake van een minimum voor x = c. 


Stelling 

Als f'(c) = 0, dan heeft de functie f voor x = c een maximum als f’(c) < 0 en een 

minimum als f” (c) > 0. 

We hebben nu, naast de al eerder behandelde methode (tekenwisseling van f’), een 

methode bij gekregen om maxima en minima te vinden. Deze methode heeft echter 

ook enkele nadelen. 

e We zoeken naar punten c waarvoor f'(c) = 0. Dit gaat niet op voor het geval dat 
f'(c) niet is gedefinieerd, hoewel we daar wel degelijk een maximum of mini- 
mum kunnen aantreffen. 

e Als f'(c) = 0, dan hebben we alleen iets aan de stelling als f” (c) < 0 of f” (c) > 0. 
Het kan voorkomen dat f(c) = 0 en ook f” (c) = 0. In dat soort gevallen helpt de 
stelling ons niet verder. 

e Soms is het lastig of veel werk om f” (c) en zijn teken te bepalen. 


Opdracht 
Pas de zojuist genoemde stelling toe op voorbeeld 7. 


De bepaling van minima en maxima gebeurt bij voorkeur door het onderzoeken van 
tekenwisselingen via het tekenverloop van f'(x). Alleen in bijzondere gevallen zullen 
we met het teken van f(x) maxima en minima bepalen. 


Opgaven bij 5.3 


Onderzoek van de volgende functies wanneer de grafiek van de functie convex of 
concaaf is en bepaal de eventueel aanwezige buigpunten. 





l 
a y=f(x) = > -3x -9x +9 d kfn 
b s= f(t) = tt -6P +12 -8t e y=] =- 
= e f u= f(t) = z 
berei i= EN tel 


Bepaal van de volgende functies de eventueel aanwezige buigpunten. 


a y= f(x) =/3sinx—3cos x, c u=f(l=5— VE 2 
met x € [0,27] 
b z= f(u) =u. e7“ d y= fi = Fz 
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Functieonderzoek 


Het bepalen van de kenmerken van de grafiek van een functie, kortweg functie- 
onderzoek geheten, kan op twee manieren plaatsvinden. Ten eerste kunnen aan de 
hand van het functievoorschrift vele kenmerken van de grafiek van de functie be- 
paald worden, waarna deze getekend kan worden. Een tweede mogelijkheid is om 
met behulp van bijvoorbeeld grafische rekenmachine of een computeralgebrapak- 
ket (Maple) eerst de grafiek te plotten. Hierna kan nader onderzoek volgen om na te 
gaan of gesignaleerde kenmerken inderdaad optreden en zo ja, om de exacte plaats 
ervan te bepalen. In het verleden, toen de mogelijkheden voor het tekenen van 
grafieken nog zeer beperkt waren, werd vooral de eerste manier (eerst onderzoek 
dan tekening) veel toegepast. Nu vrijwel iedereen beschikt over voldoende hulp- 
middelen om grafieken te tekenen, ligt de tweede benaderingswijze (eerst plotten, 
dan onderzoeken) meer voor de hand. 


Dus meestal zullen we eerst plotten en daarna onderzoeken op de volgende 

aspecten. 

1 Het domein van de functie en discontinuiteiten. Als het domein een interval is, 
dan kan het gedrag van de functie aan de rand van dit interval van belang zijn. 
Aan de rand kunnen bijvoorbeeld verticale asymptoten optreden. In geïsoleerde 
punten waar de functie niet gedefinieerd is, treden vaak discontinuïteiten op in 
de vorm van een perforatie, een sprong in de grafiek of een verticale asymptoot. 

2 De snijpunten met de coördinaatassen (vaak: x-as en y-as). Snijpunt met de y-as: 
hier geldt x = 0. Bepaal zo mogelijk de waarde y = f (0). 

Snijpunt(en) met de x-as: stel y = 0 en bepaal zo mogelijk de waarde(n) van x 
die voldoen aan de vergelijking; dus los op: f(x) = 0. 

3 Het tekenoverzicht (ook wel tekenschema of tekenverloop genoemd) van de 
functie. Dit is een eenvoudige grafiek, waarin alleen te zien is of een functie- 
waarde negatief, nul of positief is. 

4 Symmetrie-eigenschappen van de grafiek van een functie. Ga daarvoor na of de 
grafiek van de functie symmetrisch is ten opzichte van de verticale as (y-as) of 
dat de grafiek symmetrisch is ten opzichte van de oorsprong. Als één van deze 
symmetrie-eigenschappen aanwezig is, dan wordt het tekenen van de grafiek 
van de functie eenvoudiger. Ga ook na of de functie periodiek is en zo ja, bepaal 
de periode. 

5 Ga na of de grafiek horizontale asymptoten heeft. Horizontale asymptoten zijn te 
vinden door het gedrag van f(x) voor zeer grote, dan wel zeer sterk negatieve 
waarden van x te onderzoeken. Dit kan door limieten (x — +oo) te berekenen. 

6 Onderzoek waar de functie stijgend of dalend is en bepaal eventueel aanwezige 

minima en maxima door de afgeleide van f te bepalen en te analyseren met 

behulp van een tekenoverzicht van f’. Bedenk dat eventueel aanwezige rand- 
extremen ook tot de maxima/minima behoren. 

Bepaal, voor speciale toepassingen, de tweede afgeleide. Geef het bijbehorende 

tekenoverzicht na bepaling van de eventueel aanwezige nulpunten. Bepaal waar 

de grafiek convex dan wel concaaf is en bepaal, voorzover aanwezig, de buig- 
punten. 


N 
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Als er nog geen tekening van de grafiek gemaakt was, kan dit nu gebeuren. Kies in 
principe dezelfde schaal op beide assen. Alleen wanneer het bereik en het do- 
mein veel in lengte verschillen, komt aanpassing van de schaalverdeling op één 
van de assen in aanmerking. 

Uit de tekening kan het bereik worden bepaald. Ook kan nagegaan worden of de 
berekende extreme waarden globaal of lokaal zijn. 


: 
li 


Opdracht 

In punt 2 van de kenmerken wordt gesproken van snijpunten met de x-as 
en van het snijpunt met de y-as. Kennelijk kan er slechts één snijpunt met 
de y-as zijn. Verklaar dit. 


In de volgende voorbeelden zullen we steeds bovenstaande kenmerken van (de 
grafiek van) een functie bepalen. 





Voorbeeld 9 We plotten de grafiek van de functie met voorschrift 


y = f(x) = xt — 2x — 8 met -2 <x <2. 


Figuur 5.26 
De grafiek van 
y = f(x) = xt — 2x? -8 





We lopen de punten die hierboven genoemd zijn langs. 


1 


Voor alle waarden van x tussen —2 en 2 bestaat de functiewaarde. Het domein is dus 
het interval [—2,2]. Hierdoor zijn er ook geen kandidaten voor een verticale asymptoot. 
Uit de tekening blijkt dat de snijpunten met de x-as in de buurt van x = —2 enx = 2 
liggen. Voor de exacte berekening lossen we de vergelijking f(x) = 0 op. 
I= 

4 2 Wre En 
XX —8=0 > (stel: x° = p) 
p-Wp-8=0 
p+2(p-4)=0> 
p=—2o0ofp=4= (er geldt: p = x°) 
X= -20 xk =4> 
EEA Md 


Ga na dat de vergelijking x2 = —2 geen oplossingen heeft. 

De grafiek snijdt de x-as dus in de punten (—2,0) en (2,0). 

Voor het snijpunt met de y-as berekenen we f(0): f(0) = 0t — 2 - 0? — 8 = —8. 
Het snijpunt met de y-as is dus het punt (0, — 8). 
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3 Het maken van een tekenoverzicht is niet moeilijk omdat we de grafiek al geplot 


hebben. 
Figuur 5.27 0 ` H i A 5 5 i 0 
Tekenoverzicht van DE 
f(x) =Z 0 2 


4 Aan de grafiek zien we dat de y-as in aanmerking komt als symmetrie-as. We 
onderzoeken of dit werkelijk zo is. Voor symmetrie ten opzichte van de y-as is het 
nodig dat f(—x) = f(x). We gaan na of dit hier het geval is. 


f(X) = (2x) 2-4) a 
= xt — 2x? — 8 = f(X) 

Aan de gestelde voorwaarde is voldaan. De y-as is dus symmetrie-as van de grafiek 
van f. 

5 Horizontale asymptoten komen niet voor omdat de waarde van x niet tot oo of —oo 
kan naderen. 

6 Aan de grafiek zien we dat er waarschijnlijk sprake is van twee randmaxima en 
verder van een maximum voor x = 0 en nog twee minima, voor x in de buurt van x = 


1 en in de buurt van x = —1. We bepalen de afgeleide van f om te kijken of deze 
vermoedens juist zijn. 


f(x) = Xx — 2x? — 8 > 
f'(x) = 4x’ — 2 - 2x — 0 = AX — Ax 
We bepalen de nulpunten van f’: 
f'(x) = 0 = W — 4x = 0 (1) =p 
=> 4x(x — 1)\(x+1)=0 


NE DOE MO Kiel] 
Aan de grafiek is te zien dat er bij x = —1 een lokaal minimum aanwezig is met 
Vin = F=) = (2-18 = 8 
Er is een lokaal maximum voor x = 0, met ymax = f(0) = —8. 
Bovendien is er een lokaal minimum bij x = 1, met Ymin = f(1) = —9. 
Verder is er een randmaximum f(—2) = 0 voor x = —2 en een randmaximum f(2) = 
0 vóór Xx = 2 
7 We gaan op zoek naar buigpunten. Aan de grafiek te zien zouden ze aanwezig 
kunnen zijn in de buurt van x = 0,5 en x = —0,5. De exacte plaats bepalen we via de 


tweede afgeleide van f. We gaan uit van de al eerder berekende eerste afgeleide. 
f'(x) = 4x — Ax > 
f" (x) = 12x? — 4 


We bepalen de nulpunten van f”: 


1 1 1 
4 en AE re = =; = — = 
FAS USK 4=0>xX ZX Jox je 


x= 4V3 of x= 0 


We maken een tekenoverzicht van f”: 
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Figuur 5.28 + + 0 cre =- = 0 + + 
AAE NN NN E- 
Tekenoverzicht van X 
| 22 Hts 0 1/3 2 
f'(x) 3 3 
Bij x = — 4 v3 wisselt f” van teken; van positief naar negatief. Er is dus sprake van 


een bol-hol (convex-concaaf) buigpunt. Er geldt: 
1 
Ybgpt = Ei 3 v3 
Ganie Eae 1 1 77 5 
z (-5%) -2(- 33) A ao E E 


j 1 
Het buigpunt is dus het punt (- 3 Moes 85) 


Ook bij x = z v3 wisselt f” van teken; van negatief naar positief. Er is dus sprake 


van een hol-bol (convex-concaaf) buigpunt. Er geldt: Ypgpt = (5 va) = — 5 


Het buigpunt is dus het punt 5 y3 s5) 

8 Het plotten van de grafiek heeft al vooraf plaatsgevonden. 

9 Uitde grafiek lezen we het bereik af. We zien dat de functiewaarden tussen 0 en —9 
liggen en dat alle tussenliggende waarden aangenomen worden. Het bereik is dus 
het interval |—9,0]. 

Ook zien we dat de randextremen beide globale maxima zijn en dat de twee minima 


beide globale minima zijn. Het maximum bij x = 0 is niet globaal. ka 
Opdracht 

-Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek y = f(x) in de vol- 
‚gende punten: het punt met x-coördinaat x = —2, het punt met x-coör- 


= dinaat x = 0 en in de buigpunten. 


Even en oneven functies 

In voorbeeld 9 was de grafiek symmetrisch ten opzichte van de verticale as. Dit 
toonden we aan door na te gaan dat f(—x) = f(x) voor iedere waarde van x die tot 
het domein van f behoort. Functies met deze eigenschap worden even functies 


genoemd. 
Voorbeelden van even functies zijn de functies met de voorschriften: 
3 . 
_ 2 Id 58 _ a sinx 
fix) = x$, f(x) V+S f(x) = cOS(X) en fa = Lasa 


Opdracht 
Ga na dat de genoemde functies even functies zijn. 


| 
i 


ii 
If 
it 
LION 
Hil 
M 
IN 


Functies waarvoor geldt dat f(—x) = —f(x) hebben een grafiek die puntsymme- 
trisch is ten opzichte van de oorsprong. Dergelijke functies worden oneven functies 
genoemd. 


Voorbeelden van oneven functies zijn de functies met de voorschriften: 





Aaa 
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X COS X 


f=, U) = Ir B + i rE = sin(x) en f(X) = EN 


Opdracht 
Ga na dat de genoemde functies oneven functies zijn. 


GEE 


Samengevat geldt dus: 
e Een functie f is een even functie als voor iedere x € De geldt: f(—x) = f(x). De 
grafiek van een even functie is lijnsymmetrisch ten opzichte van de verticale as. 


e Een functie f is een oneven functie als voor iedere x € De geldt: f(—x) = -f (x). 
De grafiek van een even functie is puntsymmetrisch ten opzichte van de oor- 
sprong. 


-Erzijn vele functies die niet even en ook niet oneven zijn. 


Plotten van grafieken met discontinuiteiten 5 
2x 
We plotten een grafiek van de functie met voorschrift y = f(x) = 25 met be- 
Je: m 
hulp van Maple. 


> f :=x->2* x^2/ (x^2-3); 





> Pplet{E (x) =D s: S) 3 





Deze plot ziet er nogal vreemd uit. Er is sprake van hele grote en van heel sterk 
negatieve functiewaarden. Om een redelijk uitziende grafiek te plotten moeten we 
het interval op de y-as beperken. We kiezen voor het interval [—3,5). 


> plot (f (3), RD. nb y=. 5}; 
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Nu wordt een ander merkwaardig verschijnsel zichtbaar. Er loopt een ogenschijnlijk 
verticale lijn bij twee x-waarden: voor x iets groter dan —2 en voor x iets kleiner dan 
2. Als we naar het voorschrift van f kijken dan zien we dat er iets aan de hand zou 
kunnen zijn bij waarden van x waarvoor de noemer gelijk wordt aan 0. Dat is zo als 
x? = 3, dus als x = v3 of x = —v3. Het ligt voor de hand dat dit iets te maken heeft 
met de ogenschijnlijk verticale lijnen in de tekening. 

Het zit als volgt. In de genoemde punten is f(x) niet gedefinieerd. Bijvoorbeeld bij 
x = V3 is de functiewaarde zeer sterk negatief als x net iets kleiner is dan x = v3. 
Voor x net iets groter dan x = v3 zijn de functiewaarden zeer sterk positief. Maple 
trekt een verbindingslijn tussen deze twee ver uit elkaar liggende punten. Dat is de 
ogenschijnlijk verticale lijn in de plot. Een dergelijke lijn is te voorkomen door in het 
plot-commando op te geven dat er sprake is van een discontinuïteit. Dat kan als 
volgt. 


* plot (F (x) ‚2D, Dry deed disecont=krue) ; 





Een nadeel van deze plot is dat de verticale asymptoten niet te zien zijn. Dit is 
logisch, ze maken namelijk geen deel uit van de grafiek. Als ze als hulplijntjes 
wenselijk zijn, moeten ze apart geplot worden. 
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| 2x? 
Voorbeeld 10 We onderzoeken de belangrijkste kenmerken de functie y = f(x) = s zi waarvan 


we zojuist een grafiek met Maple geplot hebben. 
1 Omdat de noemer niet gelijk mag zijn aan nul moet gelden: x? # 3. Dus 
x Æ V3 en x Æ —v3. Het domein is dus {x € R|x # v3 en x # —v3}. 
Ga na dat lim _ f(x) = œ en e f(x) = —oo. Dit betekent dat de lijn x = — v3 
3 








x1-v3 x}— 
een verticale asymptoot is van de grafiek van f. 
Omdat lim f(x) = —oo en lim f(x) = oo is de lijn x = /3 ook een verticale 
x1v3 xl v3 
asymptoot van de grafiek van f. 
2 
2 Voor het snijpunt met de y-as geldt: x = 0 en y = f(0) = en = 0. Dus het 


snijpunt met de y-as is (0,0) (de oorsprong). Voor snijpunten met de x-as moet 





2 
X E 

— 0 heeft slechts één oplos- 
x2—3 


sing, namelijk x = 0. Het enige snijpunt met de x-as is dus het punt (0,0). 


gelden: y = 0, dus f(x) = 0. De vergelijking 


3 We maken een tekenoverzicht zonder naar de grafiek te kijken. Daarvoor herschrij- 
ven we het voorschrift van f. 


Ha Den 2x 
tkn eve 8) 


De teller (2x°) is nooit negatief. De noemer wisselt van teken bij x = v3 en bij 
x = —V3. Het tekenoverzicht kan dan als volgt worden opgebouwd: 


Figuur 5.29 + + + + 0 + + + + 
EE TE GRE” 


Tekenoverzicht van 0 


f(x) 


+ E 0 - -~ — 0 + + 


oer) 


Ga na dat dit overzicht in overeenstemming is met de grafiek van y = f(x) 

4 Omdat f(—x) = f(x) (ga dit na!) is de grafiek symmetrisch ten opzichte van de y-as. 
De functie f is dus een even functie. 

5 Voor een eventuele horizontale asymptoot naar rechts bepalen we de volgende 








limiet. 
2x? 
- | 2 | 2 
lim f(x) = lim — lim — en It mk: 
X—00 X00 X£ — X> y X—00 3 1 
nd Xe 


De lijn y = 2 is dus horizontale asymptoot naar rechts. 
Ga na dat de lijn y = 2 ook horizontale asymptoot naar links is. 

6 We bepalen de afgeleide van f om na te gaan waar f precies stijgt en daalt en om de 
plaats van eventuele extreme waarden vast te stellen. 
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2x? 
Xy = =% 
(x) x-3 
10) = (xt — 3) Ax 2-0) AE- 12x =A  12 


(x? — Bj (x? — 3)° T (x? — 3)° 


Omdat de noemer een volledig kwadraat is, kan deze nooit negatief zijn. Het teken 
van de afgeleide wordt dus bepaald door de teller. Het tekenoverzicht ziet er als volgt 


uit. 
Figuur 5.30 4 + + 0 al En en 
Tekenoverzicht EE EER EEE 
van f'(x) 43 £ J3 


Het enige punt waar tekenwisseling van de eerste afgeleide optreedt en dat boven- 
dien tot het domein van f behoort is x = 0. De afgeleide wisselt van positief naar 
negatief, de functie is dus eerst stijgend en daarna dalend. Er is dus sprake van een 
lokaal maximum. De maximumwaarde is gelijk aan ymax = f(0) = 0. 
Ga aan de hand van het tekenoverzicht van f/ na voor welke waarden van x de 
functie stijgt en voor welke waarde hij daalt. Controleer dit met de plot van de grafiek 
van f. 

7 Om eventueel aanwezige buigpunten te bepalen berekenen we ook nog de tweede 
afgeleide van f. 


p —12x 
EE 
rog = IC - (12) -20 -3) -2x 
(2 — 3)’ 
_ (xX —3)(—12(x? — 3) + 48x?)  —12x? +36 + 48x?  36(x? + 1) 
o- Cao o ln Fa 


De teller van f” (x) is altijd positief, de noemer bepaalt dus het tekenoverzicht. 
Ga na dat het tekenoverzicht van f” er als volgt uitziet: 





Figuur 5.31 + + = 3 5 + r 
Tekenoverzicht van f''(x) p 
f" (x) ine J3 
De tweede afgeleide wisselt van teken voor x = —v3 en voor x = v3.: dit zijn dus 


kandidaten voor het optreden van buigpunten. Echter: deze punten behoren niet tot 


het domein van f. Conclusie is daarom dat de grafiek van f geen buigpunten heeft. 
2x? 5 
8 We tekenen de grafiek van y = f(x) = T 3 nogmaals, maar nu zijn de bere- 





kende asymptoten als stippellijnen erbij getekend. 
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Figuur 5.32 i y 
Grafiek van y = f(x) | 
| 4 
| 3 
Eeen ene Ee ae ae 





Eg VA TE Ed A DA TE AR ea ede gere 





9 We zien dat het maximum bij x = 0 geen globaal maximum is. Er komen namelijk 
elders veel hogere functiewaarden voor. 
Ga na dat het bereik van f gelijk is aan: 
{ye Ry <0 of y > 2} = (—o0,0] U (2,00) z 


Voorbeeld 11 We tekenen de grafiek van y = g(t) = cos(t) — sin(2t). 


We maken met Maple een plot. 


> gi=t->cos(t) -sin(2*t); 
g := t — cos(t) — sin(2t) 
APIO (GE); t=T, 0 





Duidelijk is te zien dat de functie periodiek is. De periode is 2r. Dit is in te zien als we 
bedenken dat cos t periodiek is met periode 27 en dat sin(2t) periodiek is met periode r. 
Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud hiervan is 27. Vanwege de periodiciteit is het 
voldoende om het onderzoek te beperken tot een interval met lengte 27. We kiezen voor 
het interval [0,27]. 

Een Maple-plot op dit interval ziet er zo uit. 


> plot (g(t),t=0..2*Pi); 
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We lopen niet alle punten uit ons lijstje na, maar beperken ons tot de snijpunten met de 
assen en de maxima en minima. 
> Snijpunt met de y-as. 


> 





Er geldt: g(0) = cos 0 — sin 0 = 1. Het snijpunt met de y-as is dus het punt (0,1). 
Snijpunt(en) met de x-as. 

We lossen op: g(t) = 0. Dit kan op verschillende manieren. Hieronder is één van de 
mogelijke oplossingsmethoden gebruikt. 


At 

cost — sin(2t) = 0 > 
cost —2sintcost = 0 > 
cos t(1 — 2sin t) = 0 > 


cost = D of sint > 


Ie eenen. Vn, 
ENE Te 


ii 1 1 5 
De snijpunten met de x-as zijn dus: | =m, 0 |,{ —7,0 |,{ —7,0 | en Sd 
6 2 6 2 
Ga na dat dit klopt met de gemaakte plot. 


Maxima en minima. 
We bepalen de afgeleide functie en daarna de nulpunten ervan. 


g(t) = cos(t) — sin(2t) > g'(t) = — sint — 2cos(2t) 


De berekening van de nulpunten van g'(t) is nogal ingewikkeld. Daarom roepen we 
Maple te hulp. Aan de grafiek zien we waar de oplossingen ongeveer liggen. Dit 
gebruiken we in het £solve-commando: 


> fsolve (g1 (t)=0, t=0..2); 
1.002966954 
> fsolve(gl(t)=0, t=2..3); 
2.138625700 
> fsolve(gl(t)=0, t=3..5) ; 
3.776459525 
> fsolvel(gl(t)=0, t=5..6) ; 
5.648318436 





244 Functieonderzoek; toepassing van de differentiaalrekening 


De tekening maakt duidelijk dat er bij t ~ 1,003 sprake is van een lokaal minimum. De 
functiewaarde is daar yin œ~ g(1,003) ~ —0,369. 

Bepaal zelf de aard van de andere extremen en de bijbehorende functiewaarde. 
Als we als domein het interval [0,27] kiezen dan zijn er ook randextremen. Bij t = 0 is 
er sprake van een randmaximum g(0) = 1 (ga dit na) en bij t = 2r is er randmini- 
mum, vanzelfsprekend ook met waarde 1 (waarom is dit vanzelfsprekend?) 


> Het bereik. 
Het bereik van de functie g is af te lezen uit de grafiek, nadat de maxima en minima 
berekend zijn. Het globale minimum is g(3.776459525) ~ —1.760172593 en het globale 
maximum is g(5.648318436) ~ 1.760172594. Het bereik van g is dus (afgerond) 
[—1,76; 1,76). & 


Opdracht 

e Bepaal de raaklijn aan de grafiek van g in het meest linker snijpunt 
(t = 4 n) met de t-as. 

e Bepaal de hoek waaronder de t-as door de grafiek wordt gesneden in 
het ‘tweede’snijpunt met de t-as (t = 4 n). 


Voorbeeld 12 , je 2 
Gegeven is de functie f met voorschrift y = f(X) = -= 


e +7 
We plotten een grafiek van f en onderzoeken de functie en zijn grafiek met behulp van 
Maple. Tenslotte laten we zien dat de raaklijnen aan de grafiek van f in de snijpunten met 
de coördinaatassen evenwijdig aan elkaar lopen. 
We beginnen met het definiëren en plotten van een grafiek van f met behulp van Maple. 


Ee 


Ci Ee 


EEN 


> restart: 


> f:=x-> (T*expl(x)-21)/ (exp (2*x) +7) ; 
Le = 21 
el2%) + 7 


T X 


> PLOCE); x=+10.: 10); 





Omdat de functiewaarde van f voor iedere x bepaald kan worden geldt: D; = R. Er zijn 
ook geen sprongen of verticale asymptoten. 
We bepalen het snijpunt met de y-as. 
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Het snijpunt met de y-as is dus (0, — 4) 
We zien een nulpunt van f tussen 0 en 2. We berekenen en benaderen het nulpunt. 


>npf:=solvelf(x)=0,Xx) ; 

npf := In(3) 
>evalf (np): 

1.098612289 


Het snijpunt met de x-as is dus (In 3,0) = (1,10; 0) 

Hoewel het tekenverloop van f ook af te leiden is uit de grafiek maken we er toch een 
aparte tekening van. Voor het bepalen van het teken gebruiken we ‘signum’. Het 
resultaat hiervan is 1 voor positieve waarden van het argument en —1 voor negatieve 
argumentwaarden. 


> plot (signum(f(x)),x=-10..10,scaling=constrained) ; 





We gaan na of er horizontale asymptoten zijn. 





ora ner ALA N) 


-3 
PEEM ERMEE DLT 

0 
De conclusie is dat de lijn met vergelijking y = —3 horizontale asymptoot naar links is. 
De lijn y = 0 (x-as) is horizontale asymptoot naar rechts. Dit klopt met de geplotte 


grafiek. 
We bepalen de afgeleide van f en noemen deze f1 en vereenvoudigen deze.Vervolgens 
bepalen we de nulpunten van de afgeleide. 


RENDEN SIm EUR (he 


Ter (~et) #7 + 6e”) 
(e22) + 7)£ 


>npfl:s=solvel(fl(x)=0,x) ; 
npf\l := In(7),rl 
> evalf (npf1[ 1] )sevalf (npfl[ 21): 
1.945910149 
3.141592654 


De oplossing met de letter ‘I’ is een complexe oplossing die voor ons niet van belang is. 
Op complexe getallen komen we terug in Toegepaste Wiskunde, deel 2. 
We maken een tekenoverzicht van de afgeleide. 
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> plot (signum(fl(x)), x=-10..10,scaling=constrained) ; 





Bij het nulpunt van de afgeleide treedt tekenwisseling op. De afgeleide is eerst positief en 
daarna negatief. Er is dus sprake van een maximum. We bepalen de bijbehorende 
functiewaarde. 


ERDE Kl: ER 1 
2 
De functie f heeft dus een maximumwaarde y = 4 voor x = In7. Of benaderd: een 


maximum y = 0,50 voor x = 1,95. Ga na dat dit klopt met de grafiek. 
We bepalen de tweede afgeleide en zijn nulpunten. 


2 fatti) Simpy EAR) 


Ter (elt) — 42e) + 49 — 12e + 34e”) 
(e2) + 7) 


> npf2:=solve(f2(x)=0) ; 


npf2:=In(-l 2/2), In(=1= 2V2), In(7 + 214), In(7 = 2/14) 
> for k from lto4doevalf (npf2[k]) end do; 


0.6034561022 
1.342454046 + 3.1415926541 

2672997281 
—0.7270871316 + 3.1415926541 


Om alle nulpunten van de tweede afgeleide te laten benaderen gebruikten we een 
zogenaamde for-lus. Nodig is dit niet. Ze kunnen natuurlijk ook alle vier afzonderlijk 
benaderd worden. 

Ook hier zien we complexe nulpunten, namelijk de tweede en de vierde oplossing. We 
maken het tekenoverzicht van de tweede afgeleide. 


> plot (signum(£2(x)),x=-10..10,scaling=constrained) ; 





In de twee reële nulpunten wisselt f” (x) van teken. Er zijn dus twee buigpunten. We 
bepalen de bijbehorende functiewaarden. 


> evalf (f (npEZ2[1]) ) sevalf (E (npf2[3]) ) ; 
—0.7928932192 
0.3708286936 
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Voorbeeld 13 
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Het eerste buigpunt is (0,60; —0,79) en is convex-concaaf (bol-hol). Het tweede buigpunt 
is (2,67; 0,37) en is concaaf-convex (hol-bol). Ga dit na en kijk of dit klopt met de grafiek. 
Het bereik is te bepalen uit de plot van fen de berekende kenmerken. Het bereik is: 


1 
Die a 
Ten slotte laten we zien dat de raaklijnen in de snijpunten met de coördinaatassen 


evenwijdig zijn. Daarvoor bepalen we de richtingscoëfficiënten van de raaklijnen in de 
snijpunten van de grafiek met de x-as en met de y-as. 


zT REA LER 


De richtingscoëfficiënten zijn gelijk en dus zijn deze raaklijnen evenwijdig. g 


Gegeven de functies f en g met de voorschriften y = f(x) = vin x en g(x) = 2 — In x. 
Gevraagd wordt het snijpunt van de grafieken van deze twee functies te bepalen. Ook 
wordt gevraagd de hoek te berekenen die de raaklijnen aan de grafieken van f en g in 
het snijpunt met elkaar maken. 

We beginnen de Maple-sessie met het aanroepen van de Maple-bibliotheek ‘plots’, 
zodat het ‘display'-commando te gebruiken is. Het aanroepen van de Maple-biblio- 
theek ‘student maakt plotten van de grafiek met raaklijn via ‘showtangent’ moge- 
lijk. 

Daarna worden de functies gedefinieerd en de x-coördinaat van het snijpunt van de 
grafieken berekend. Vervolgens worden de tekeningen met raaklijnen gemaakt en 
weergegeven. Ten slotte worden de richtingscoëfficiënten van de raaklijnen bepaald en 
de richtingshoeken van elkaar afgetrokken. Als laatste wordt de hoek van radialen in 
graden omgezet. Ga alle stappen zorgvuldig na en controleer de grootte van de hoek in 
de tekening. 


> restart:with(plots) :with (student) : 
Warning, the name changecoords has been redefined 

> Teos rsant (nix) sgr Arin): 

f := x > vln(x) 

g := x > 2 — ln(x) 
PK Snijpunt i= solve (E(X F(X]; 

x_snijpunt := e 

> plotl:=showtangent (£f(x),x=Xx snijpunt): 
> plot2:=showtangent (g(x) ,x=x snijpunt): 
> display (plotl,plot2l;thiekness=2,scaling=constrained) ; 
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> rcf:=D(f) (x _snijpunt);reg:=D(g) (x snijpunt); 
11 
rcf := —— 
f 2e 
rog = Ers 


> hoek:=evalf (arctan (rcf)-arctan(rcqg)); 
hoek := 0.5344198017 
> hoek graden:=evalf(hoek*180/Pi); 
hoek_graden := 30.61999912 De 


Opgaven bij 5.4 


3 
KE Gegeven: een continue functie y = f(x), met x € 3, Sl. 


Teken de grafiek van fen gebruik daarbij alle onderstaande gegevens. 


Over de functiewaarden is bekend: 
3 15 
f(—3) = -15,f(4) = g f2) = 0, fil} == ben fj = 1 


Over de eerste afgeleide weten we: f'(—1) = f'(1) = 0. 
Van de tweede afgeleide is gegeven: 


f'(x) < 0 als xe [-3,0) en f” (x) > 0 als x € (oz). 


EF Gegeven de functie y = f(x), met x € [-4,4]\ {-2.2}, dus 
-4ASXSANIF-ANKFZ. 
Teken de grafiek van f en gebruik daarbij alle onderstaande gegevens. 
a fis een oneven functie, de grafiek van f is dus symmetrisch ten opzichte van de 
oorsprong. 
b f(-4=-3 
f(o) =f"(0) =0 
d Voor elke x in het domein geldt: f'(x) < 0 
lim f(x) = oo en lim f(x) = —oo 
XL2 EIÀ 


(e 


g») 
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En In deze opgave is steeds een Maple-plot van een grafiek van een functie gegeven. 
Onderzoek handmatig de functies op de volgende kenmerken. 
(1) het domein en de verticale asymptoten; 
(2) de snijpunten met de coördinaatassen; 
(3) eventuele symmetrie-eigenschappen (even/oneven); 
(4) horizontale asymptoten; 
(5) voor welke argumentwaarden de functie stijgt of daalt en de maxima en minima; 
(6) voor welke argumentwaarden de functie convex of concaaf is en de buigpunten. 


a zef(t=t-2t-—bt b s=f(z) =d -4z +5 





C w= fliu) =3 (1-4), d y= P ae 


met u € |—3,3| 






l2 


10 





ER In deze opgave is steeds een Maple-plot van een grafiek van een functie gegeven. 
Onderzoek handmatig de functies op de zoveel mogelijk kenmerken, waaronder de 
buigpunten en het bereik. 


P —3z? 
— A42 
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Plot de grafiek en onderzoek de volgende functies op zoveel mogelijk kenmerken. 


8 wt — 6w? — 3 
t? +t-6 u a i wW 
4 
wW X 
ws eV 27 


f y= fl) =d x 


a w=f(t)= 
b s=fw)= 


i Peren 
Plot de grafiek en onderzoek de volgende functies op zoveel mogelijk kenmerken. 


SO c =f = -i +|t —2| 


b y= f(x) = x2 + |2xl d wafa 


|v] 


Plot de grafiek en onderzoek de volgende functies op zoveel mogelijk kenmerken. 
y= f(x) = V3sinx +3cosx, met x e 02r. 


| l 
= = j t E 0,2 
f(w cos p’ metw [0,27] 


z = f(w) = 3 sin(2w) + sin w, met w € [0,27] 
d w = f(u) = 5cos u — sin(2u), met u € [0,27] 


Plot de grafiek en onderzoek de volgende functies op zoveel mogelijk kenmerken. 


2 
a y=f(x)=5 -lnx u = f(w) == 


—_Inw 
b s=f(t)=t(l-lInt) d u= f(z) = ln(z? +4) 


Plot de grafiek en onderzoek de volgende functies op zoveel mogelijk kenmerken. 


EL 
z= f(t) c y= f(z)=10e v3 cosz, metz > 0. 


=l 


b s= fH are d y= f(x) =e" 
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t—4 
ef. 





PEER Gegeven y = f(t) = TTP 
a Onderzoek de grafiek van f op de aanwezigheid van verticale en horizontale 
asymptoten. 
b Bepaal het buigpunt van f en plot de grafiek van f. 
c Lijn mis een raaklijn door (a,f (a)) aan de grafiek van f. Er geldt: a > 3. Bepaal 
de minimale richtingscoëfficiënt van m. 


Onderzoek de volgende hyperbolische functies en teken de grafiek. 


a y= flx) =sinhix) = zie — e *) (sinh = sinushyperbolicus) 

b y= fx) = coia] = z(e +e *) (cosh = cosinushyperbolicus) 
e% — e+ l 

e y= fix) =tanhig) = EERE (tanh = tangenshyperbolicus) 


Toon het volgende aan voor de in opgave 11 genoemde hyperbolische functies en 
vergelijk dit met overeenkomstige eigenschappen voor de ‘gewone’ sinus, cosinus 
en tangens. Noem overeenkomsten en verschillen. 





a (cosh(x))“—(sin(x))“= 1 d £ (cosh(x)) = sinh(x) 
= sinh(x) d RAN l 
b tanh(x) = e e -y (tanh(x)) = Ta 


C ke (sinh(x)) = cosh(x) 


Praktijktoepassingen van de differentiaalrekening 


In deze paragraaf zullen we de differentiaalrekening toepassen op problemen die 
zich in de praktijk voordoen. We zullen constateren dat de differentiaalrekening 
daarbij van zeer groot belang is. In vrijwel alle toepassingen wordt de eerste afge- 
leide direct in verband gebracht met de mate (of snelheid) waarmee een bepaalde 
variabele toeneemt of afneemt in zijn afhankelijkheid van een andere variabele. 
Denk daarbij bijvoorbeeld aan snelheid; dit is de toename of afname van de afge- 
legde weg als functie van de tijd. Of de versnelling; dit is de toename van de snelheid 
als functie van de tijd. 

De eerste toepassingen die we zullen behandelen hebben betrekking op het verband 
tussen plaats (afgelegde weg), snelheid en versnelling. 

We bekijken een deeltje of een voorwerp dat een rechtlijnige beweging volgt. Uit de 
natuurkunde en de mechanica is bekend dat de snelheid v(t) als functie van de tijd 
de eerste afgeleide is van de plaats (of weglengte) s(t) en dat de versnelling a(t) weer 
de afgeleide is van de snelheid v(t) (zie hoofdstuk 4). 

Als we in plaats van s(t) de schrijfwijze s gebruiken en voor v(t) en a(t) de letters v 
respectievelijk a, geldt dus: 


ds 


ES (1) 


voor de snelheid 
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voor de versnelling a= — == (2) 


Voorbeeld 14 Een deeltje beweegt zich langs een horizontale lijn en de richting van s kiezen we positief 


naar rechts. De eenheden waarmee we werken, zijn meter (voor $) en seconde (voor t). 
Gegeven is: 

Ss stE 4t? — 18t? + 24t + 15, met t > 0. 

a Op welke tijdstippen komt het deeltje tot stilstand en verandert het van richting? 

b Op welke tijdstippen is de snelheid van het deeltje maximaal of minimaal? 

c Bereken de totaal afgelegde weglengte op het moment dat t = 2 seconde. 





In dit voorbeeld is: 


v = È = 12 — 36t + 24 = 12(t — 1)(t — 2), 
en 

dy dĉs 
ne TNT 


a v = 0 heeft oplossingen t = 1 of t = 2 (beide in seconden). 
b De snelheid is maximaal of minimaal als a = 0. 
ä =voor t=] +} seconden. (Ga na dat v dan inderdaad minimaal is). 
c We berekenen s voor t = 0, t = 1 en t = 2 (steeds in seconden). 
s(0) = 15, s(1) = 25 en s(2) = 23 (allen in meters). 
De afgelegde weglengte tussen t = 0 en t = 1 is 10 meter en die tussen t = 1 en 
t = 2 is 2 meter. In totaal is de afgelegde weglengte dan dus; 
Stot = |s(1) — s(0)| + |s(2) — s(1)| m. Wi 


Opdracht 
„Teken de grafiek van s(t) (ook wel s — t-diagram genoemd) en de grafiek 
-van v(t) (het v — t-diagram) voor het probleem uit voorbeeld 14. 


Voorbeeld 15 Van een vierkant stuk aluminium van 50 bij 50 cm wordt een bakje zonder deksel ge- 


maakt, zie figuur 5.33. We bepalen de afmetingen van het bakje als de inhoud zo groot 
mogelijk moet zijn. 


Figuur 5.33 


Figuur 5.34 
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We pakken het probleem in de volgende vier stappen aan. 


Stap 1: Probleemanalyse 

(Verzamel en interpreteer de gegevens, benoem variabelen, maak een tekening, ga na 
wat gevraagd is, maak een analyse). 

Het bakje kan uit de plaat gemaakt worden door bij elke hoek een vierkantje weg te 
knippen. Een klein weggeknipt vierkantje geeft een laag bakje met weinig inhoud. Als een 
groot vierkant wordt weggeknipt dan ontstaat een bakje met een kleine bodem en dus 
ook weinig inhoud. Ergens daar tussenin zal wel een maximale inhoud ontstaan. 

De hoogte van het bakje noemen we h; voor het volume (in cm?) gebruiken we de 
variabele V. Als de hoogte h bekend is dan is ook de afmeting van de vierkante bodem 
bekend. Gevraagd wordt nu de hoogte te berekenen, zodanig dat het volume maximaal is. 
Voor de hoogte h geldt: 0 < h < 25. 


Stap 2: Het maken van een oplossingsplan 

(Ga na welke theorie te gebruiken is en welke relaties er bestaan tussen de verschillende 
gegevens, zoek een oplossingsroute). 

Aan beide zijden wordt uit de aluminium plaat van 50 cm breed een stukje ter breedte A 
weggeknipt. De lengte van de bodem is dus 50 — 2h cm. 

Voor het volume V geldt: 


V = (oppervlakte grondvlak) - hoogte 
= (50 — 2h)*-h 
s (2500 — 200h + ah?) . h = 4h — 200h? + 2500h 


Het maximum van V is te vinden door de afgeleide van V naar h te bepalen en een 
tekenoverzicht van de afgeleide te maken. 


Stap 3: Het uitvoeren van het oplossingsplan 
We bepalen de afgeleide van V. 


= = 12h? — 400h + 2500 

Er geldt: 

Z =o = 12h? — 400h + 2500 = 0 
=> h= ee of h-=.25 


In figuur 5.35 staat het tekenoverzicht van PTS 


0 + + + 0 = - - - ~ - 0 
V'(h) 
0 25 25 
gedrag V(h) st 3 da 
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25 1 l 
Het volume is maximaal voor h = a B cm. Het grondvlak is dan een vierkant met 


25 100 1 


~ 9259,26 cm°. 





m 25 250000 


De maximale inhoud is dus Vmax = ( 3 3 77 


Stap 4: Controle van het resultaat 
De berekende h ligt tussen de aangegeven grenzen en is een realistische uitkomst. = 


Voorbeeld 16 Een man in een roeiboot bij punt A is 1 km verwijderd van het dichtstbijzijnde punt B op 


een rechtlijnig strand. Hij roeit naar het strand en komt daar aan bij punt D. Vervolgens 
loopt hij naar zijn huis in punt C. Het huis is aan het strand gelegen op een afstand van 
3 km van B. De man roeit met een snelheid van 4 km/uur en zijn loopsnelheid is 6 km/uur. 
Naar welk punt D op het strand tussen B en C moet hij roeien, als hij zijn huis zo snel 
mogelijk wil bereiken? 





Figuur 5.36 B D C 
3-x 
1 
A 
Oplossing 
In figuur 5.36 is AB = 1. De afstand BD is x genoemd, dus BD = x. Omdat BC = 3 geldt: 
CD =3 -~ x. 


In AADB geldt: AD? = AB? + BD?, waaruit volgt: AD = 1 + x2. 
Bij een constante snelheid v kunnen we uitgaan van s = v - t, dus t = P Hierin is s de 
afgelegde weg en t de verstreken tijd. 
Op het traject AD is de snelheid 4 km/uur. Voor de benodigde tijd om aan het strand te 
AD è vyi+x? 
komen geldt dus: t4p = Ea VE, Op het traject CD is de snelheid 6 km/uur. Hier 
AD 
Dh: Bek 


eldt daarom: inr = —- = 
q DC vpe 6 





De totale benodigde tijd t is dus: 


a 
4 Bed En 





t = tap + fpe = 


We moeten deze tijdsduur t minimaliseren. Daarvoor hebben we de afgeleide van t naar 


x nodig. 
We differentiëren, gebruikmakend van de kettingregel, t naar x en krijgen; 
Uro 1 1 X 1 
— = — — 2x HO. 
a AVEN B dlt B 
dt aee moul 
Om de nulpunten van ae bepalen lossen we de vergelijking a 0 op; 





Figuur 5.37 
Tekenoverzicht 


ass 
dx 


Voorbeeld 17 





Figuur 5.38 
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de 
dt 
X 1 
eed EN 
414x22 B 


6x = 4V1 +x? > 3x =2V1 +x? 


De laatste vergelijking lossen we op door te kwadrateren: 


0 => 


3x = 2V1 + x? > 
4 
Alt) st 


2 2 2 2 
x=— oóx=-— > x= vVhofx= -v5 
v5 vs 5 5 


De negatieve oplossing vervalt (waarom?). Dus: x = £ v5. 


dt -= — - 0+ + + + + -+ 
Tr e e NIN EEE NAO 
0 2/5 3 


Uit het tekenoverzicht van ES blijkt dat t een minimum heeft voor x = 2 V5 ~ 0,894 km. 


De aanlandingsplaats D ligt dus op een afstand van circa 894 meter van het punt B. = 


Gevraagd wordt de minimale afstand in het xy-vlak te bepalen tussen het punt P(0,2) en 


de parabool met vergelijking y = x°. 


Analyse van het probleem 
In figuur 5.38 is een schets van de situatie weergegeven. 





Noem d de afstand tussen punt P en een punt Q(x,y) op de parabool. 

Gevraagd wordt om de minimale afstand te berekenen. 

De minimale afstand is positief en hoogstens gelijk aan 2, omdat de afstand van P tot het 
punt 0(0,0) op de grafiek gelijk is aan 2. 
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Oplossingsplan 
Voor de afstand d van het punt P(0,2) tot een willekeurig punt Q(x,y) op de grafiek geldt: 


d? = x? + (2 — yd 4/ x2 + (2 — y) 


De afstand d is een functie van de twee variabelen x en y. We kunnen de variabele y 
elimineren, omdat we weten dat het punt Q(x,y) op de parabool met vergelijking y = x 
ligt. Dit vullen we in de bovenstaande uitdrukking voor d in. De afstand d wordt daarmee 
een functie van één variabele, namelijk x. We krijgen nu: 


d(x) = y + (2-2)? VE 


Het minimum van d vinden we door de afgeleide te bepalen en een tekenoverzicht van de 
afgeleide te maken. 


2 


Uitvoering 
We bepalen, gebruikmakend van de kettingregel, de afgeleide van d. 


Po (aè — Bx) 
2V/x* — 3x2? +4 
SR ed) 
2 VA 
Hieruit volgt: 


de) =O =O Vor + 6 


In figuur 5.39 is het tekenverloop van d'(x) gegeven. 


Figuur 5.39 = 0 + + 0 Wa = 0 + 
Tekenverloop van d' d'(x) a 
1 1 
en gedrag van d gedrag d(x) da -4v6 st $ da je st 
SNINE 1 1 A | 
De afstand is minimaal voor x = — 7 v6 of x= t7 v6. De minimale waarde is dan 
1 
drin = z V7 ~ 132 
Controle 
De uitkomst is realistisch. pa 





Voorbeeld 18 Bereken de grootste verticale afstand tussen de grafieken van y = f(x) = 5 arctan x en 


VEEN IES 4x. Hierbij ligt x op het interval [0,a], waarbij a het kleinste positieve getal is 
waarvoor geldt f(x) = g(x). 
De Maple-sessie waarmee we de vragen beantwoorden ziet er als volgt uit. 
Be oi A rti 
Sift DrALCLAN(K) gi =K- K/ AD 
f := x — 5arctan(x) 
g := x> E 
2 

> plot ([ f(x),g(x)] ,x=-30..30,scaling=constrained) ; 
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>a:=fsolvelf (x)=g(x), x=0..infinity) ; 
a := 15.04423312 
>atstandi=x=>f (x) =d (xX); 


afstand := x — f(x) — g(x) 


> afstand1:=D (afstand); 


5 l 
afstandl := x — 


Fere 2 


>b:=solvelafstandl (x)=0,x); 


l a AEEA Ti 
> plot (signum(afstand1 (x)),x=0..20,scaling=constrained); 
1 
Tore E F DeO nM S D 


> evalf (afstand (H2]) N; 
4.745228860 


Toelichting 

Eerst worden de beide functies gedefinieerd en in één figuur geplot. Vervolgens wordt de 
waarde van a bepaald. Daarna wordt de verticale afstand tussen de grafieken bepaald. 
We zien aan de plot dat f(x) op het bedoelde interval groter is dan g(x). Daarom kiezen 
we voor f(x) — g(x). De afgeleide van de afstand wordt bepaald en gelijk gesteld aan 0. 
Er zijn twee oplossingen; de tweede is de bedoelde oplossing. Het tekenverloop van de 
afgeleide geeft aan dat we te maken hebben met een maximum. Dit is overigens ook aan 
het plotje van de grafieken te zien. Tot slot wordt de maximale afstand berekend. 


Een groothandel in wasmachines verkoopt 800 stuks per jaar. Elk kwartaal worden bij 
de fabriek 200 wasmachines besteld. De kosten van een order bestaan uit 20 euro 
vaste kosten en 25 euro voor elke bestelde wasmachine. Uit ervaring is bekend dat de 
opslagkosten van de wasmachines bij de groothandel gelijk zijn aan: 

ordergrootte x15 euro. 

De groothandel wil onderzoeken of bij een bepaalde ordergrootte, anders dan de huidige 
200 stuks, de jaarlijkse order- en opslagkosten te minimaliseren zijn en hoe groot dan de 
besparing is ten opzichte van de huidige ordergrootte. 
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Analyse van het probleem 

De ordergrootte noemen we x en de totale jaarlijkse order- en opslagkosten in euro's 
noemen we K. 

Naast de kostengegevens weten we dat er per jaar 800 wasmachines besteld worden. 
Gevraagd wordt voor welke ordergrootte x de totale kosten K minimaal zijn. Hierbij moet 
x een positief geheel getal zijn. Als x bekend is kan de gevraagde besparing berekend 
worden. 

Prognose: de optimale ordergrootte is een geheel getal dat minstens 1 en hoogstens 800 
kan zijn. 


Oplossingsplan 

Voor K geldt: K = orderkosten + opslagkosten. 

Met daarin: 800 
orderkosten = (kosten per order) x (aantal orders) = (20 + 25x) (=) 
opslagkosten = 15x 

Hieruit volgt: 

K(x) = (20 + 25x) (5) + 15x = a + 20000 + 15x 


Om de minimale kosten te berekenen bepalen we K'(x) en zijn tekenoverzicht. 








Uitvoering 
Kix) =s en + 15 
Er volgt; 
en 
p= tet M 3266 


Uit het tekenoverzicht van K'(x) (maak dit zelf!) blijkt dat de kosten minimaal zijn voor 
een ordergrootte van 32,66. De optimale ordergrootte is dus 32 of 33. Voor beide waarden 
berekenen we de kosten. Dit geeft: 


16000 
KISZ) = Ta + 20000 + 15 - 32 = 20980 


16000 
K (33) = og + 20000 + 15-33 = 20979,85. 


Bij een ordergrootte van 33 stuks zijn de kosten dus minimaal. 
Tenslotte berekenen we de besparing ten opzichte van de huidige ordergrootte van 200 
stuks. 
Besparing = K(200) — K(33) 
= 23080 — 20979,85 = 2100,15 euro. = 





Voorbeeld 18 


Figuur 5.40 
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Een voorwerp met massa m is bevestigd aan een 14 m lang touw dat over een katrol 
zonder wrijving in T glijdt. Het punt T bevindt zich 4 m boven de grond. Het andere eind is 
aan een wagen in punt P bevestigd. P bevindt zich 1 m boven de grond. De wagen 
verplaatst zich met een snelheid van 2 m/s in de richting van de pijl. Hoe groot is de 
snelheid van het voorwerp als het zich 3 m boven de grond bevindt? 


Oplossing 
Stap 1 (Probleemanalyse) 
We maken een tekening met alle gegevens daarin aangebracht. 





Op tijdstip t is het voorwerp x m boven de grond en de wagen bevindt zich op een 
afstand y m van Q; OP = y (zie figuur 5.40). 

Het probleem is nu de snelheid waarmee x toeneemt te vinden op het moment dat x = 3 
meter. De snelheid van de wagen bedraagt op ieder moment 2 m/s. 


Stap 2 (Oplossingsplan) 


dx 
De snelheid waarmee x toeneemt is de afgeleide van x naar t. Het probleem is dus — 


dt 
te vinden, op het moment dat ze = 2m/senx=3m. 
Uit de figuur blijkt dat er een relatie is tussen x en y. 
In ATOP geldt (Pythagoras): y? + 32 = (10 + x)£. (5.1) 


Het moet dus mogelijk zijn om ook de afgeleiden van x en y naar t in elkaar uit te 
drukken. 


Stap 3 (Uitvoering oplossingsplan) 

We kunnen met behulp van vergelijking (5.1) y uitdrukken in x en vervolgens linker- en 
rechterlid differentiëren naar t. Gemakkelijker (we vermijden dan wortels) is het om links 
en rechts de differentiaal te nemen (zie voor het nemen van differentialen paragraaf 4.8). 


y? +3 (10 + x= 
dv? + 32) 2 a((10 + x)?) z 
2ydy = 2(10 + x)'d(10 + x) => 
2ydy = 2(10 + x)dx = 
dy dx dy _ 10 +x dx 





Uit vergelijking (5.1) volgt dat y = 4v10, als x = 3 (ga dit na!). 
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Verder is gegeven dat de snelheid van de wagen 2 m/s bedraagt. Dit invullend in de 
laatste vergelijking geeft: 


_ 10+3 dx 
4/10 dt’ 


waaruit volgt: 


dx 8/10 
df = EAR AZ 1,946 m/s 





Stap 4 (Controle van het resultaat) 

Een controle is niet erg eenvoudig, maar wel mogelijk. We bekijken de veranderingen in 
de getekende situatie na de één seconde (beter zou zijn na bijvoorbeeld 0,1 seconden). 
In de eerste seconde nadat x = 3 m verplaatst de wagen zich 2 m in horizontale richting 
(de snelheid is immers 2 m/s). Dus y neemt toe van 4v/10 tot 4/10 + 2 m en de bijbe- 
horende x volgt uit vergelijking (3): 


2 
(avio y 2) 432 = (0 


(10 + x)?= 223,596 => 
10 + x ~ 14,953 — x =~ 4,953 of x ~ —24,953 


De laatste oplossing vervalt (waarom?). 
Dus x is toegenomen van x = 3 tot x ~ 4,953. Dus een toename van 1,953 m in één 
seconde. Dit betekent dat de snelheid ongeveer 1,953 m/s bedraagt. Dit is in overeen- 


| | d i 
stemming met de hierboven berekende waarde van o 
i Opdracht 
-Waarom zijn de berekende en gecontroleerde snelheid niet exact aan 
-elkaar gelijk? 


Opgaven bij 5.5 


Twee deeltjes bewegen zich langs dezelfde rechtlijnige baan volgens de formules 
Si = P +E +A4ten s = 4t? + 2t + 1, mett > 0. 

Bepaal hun positie en snelheden op het moment dat ze dezelfde versnelling hebben. 
De afgelegde weg s wordt in meters uitgedrukt en de tijd t in seconden. 


Een deeltje beweegt zich langs een horizontale lijn naar rechts (dit is de positieve 
richting) volgens de plaatsfunctie s = f(t) = —t* + 3t? + 4t, met t > 0 (s in meters 
en t in seconden). 

a Op welke tijdstippen komt het deeltje tot stilstand en verandert het van richting? 
b Op welke tijdstippen heeft het deeltje een maximale/minimale snelheid? 

c Bereken de totaal afgelegde weg op het moment dat t = 4 s. 


Een elektrische stroom die door een spoel gaat met een straal r, oefent een kracht F 
uit op een kleine magneet op een afstand x vanaf het middelpunt van de spoel. Voor 


kx EEN 
de kracht geldt: F = — — — —, hierin is keen constante en 0 < x < r. 


(x? + r?)2 
Voor welke waarden van x heeft F een maximum? 
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Een verkoper kan 1200 artikelen voor € 5,= per stuk verkopen. Als de prijs lager is 
kan hij een groter aantal verkopen. Hij schat dat bij elke korting van € 0,10 de 
verkoop met 100 artikelen zal stijgen. Welke prijs moet hij vaststellen om een 
maximale opbrengst te krijgen? 


Een ballon stijgt recht omhoog vanaf punt A met een constante snelheid van 5,0 m/ 
s. Een punt B ligt op dezelfde hoogte, maar op een horizontale afstand van 24 m van 
A. Met welke snelheid verplaatst de ballon zich ten opzichte van B op het moment 
dat hij 10 m gestegen is? 


Achter een 8 m hoge muur bevindt zich op een afstand van 1 m een nog hogere, 
verticale muur. Hoe lang moet een ladder minstens zijn om de afstand tussen de 
grond en de bovenste muur te overbruggen? 


De afstand tussen twee rivieroevers (evenwijdige, rechte lijnen) is 50 meter. Een 
elektriciteitscentrale staat op de ene oever (in punt A) en een fabriek ligt op de 
andere oever (in punt C) op een afstand van 1 km van het punt B dat recht 
tegenover A ligt. Onder water wordt een kabel getrokken van A naar een punt D 
tussen B en C en daarna over land van D naar C. De prijs van het kabelgedeelte AD is 
520 euro per meter en van CD 200 euro per meter. Hoe groot moet de afstand BD 
zijn, opdat de prijs van de kabel zo laag mogelijk is? 


Een trein vertrekt uit stad A en rijdt naar het westen met een constante snelheid van 
60 km/uur. Een auto vertrekt een uur later uit stad B, die 20 km recht ten noorden 
van A ligt, en rijdt met een constante snelheid van 80 km/uur noordwaarts. Met 
welke snelheid verwijderen trein en auto zich van elkaar, nadat de trein twee uur 
gereden heeft? 


Een ladder met een lengte van 6,5 m staat met zijn voetpunt op de grond en rust met 
het bovenste punt tegen een muur. Op een bepaald tijdstip is de voet 2,5 m van de 
muur verwijderd en verplaatst het voetpunt zich met een snelheid van 0,1 m/s van 
de muur vandaan. Met welke snelheid zakt het bovenste punt van de ladder op dat 
moment? 


Een voorwerp met massa m hangt aan een veer. De uitslag x van de veer op een 
gegeven tijdstip t bij enkelvoudige, ongedempte, harmonische trillingen (bij een 
veer met veerconstante k en een gewicht met massa m) is gegeven door 


| Vo … 
x = Xp : cos(œt) + L sin(wt), met t > 0. 
® 


| k m ' : 
Hierin is k de veerconstante en geldt œ = pen œt is in radialen uitgedrukt. 


In de beginpositie, op t = 0, is xp de weglengte, gemeten vanaf de evenwichtstoe- 

stand en vo de beginsnelheid. 

a Schrijf de formule op van de snelheid v. 

b Schrijf de formule op van de versnelling a. 

c Bereken de maximale uitslag vanaf de evenwichtstoestand, dus de amplitude. 
Hoe groot zijn de snelheid en de versnelling op het moment dat de uitslag maxi- 
maal is. 











5.6 
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d Schrijf de formule voor x in de vorm x = A sin(œt + &), waarbij A de amplitude 
en ġo de fasehoek is. 
Bereken A en toon aan dat het antwoord klopt met het antwoord in c. 
Bereken tan d. 

e Bepaal een formule voor de snelheid en de versnelling op basis van de formule 
die in onderdeel d is ontwikkeld. 


Een kabel met een lengte van 2,0 m wordt in twee delen gesplitst. Het ene deel wordt 
tot een cirkel gevormd en van het andere wordt een vierkant gemaakt. Hoe lang 
moeten de delen, waarin de kabel verdeeld wordt, zijn opdat de som van de opper- 
vlakten die met deze delen tot stand worden gebracht, een maximum vormen? 
(Aanwijzing: er wordt een maximum gevraagd, geen minimum!) 


Een ondernemer heeft de volgende gegevens ter beschikking: 


30 
p Ja q q 


Hierin is q het aantal gefabriceerde producten en p de verkoopprijs van één pro- 

duct, terwijl c het bedrag van de totale productiekosten aangeeft. p en c zijn gegeven 

in euro's. 

a Bepaal de winst als functie van q. 

b Voor welke waarde van q is de winst maximaal? 

c Bereken voor de gevonden q de winst en de totale omzet. Druk de winst uit in 
een percentage van de omzet. 

d De overheid bepaalt dat geen hogere winst gemaakt mag worden dan één derde 
deel van de omzet. Voor welke q is de winst nu maximaal? 


Een fabrikant van een bepaald type tv-apparaat wil de kostprijs per apparaat mini- 
maliseren. De kostprijs per apparaat wordt bepaald door de productiekosten (die 
omgekeerd evenredig zijn met het aantal per maand te produceren tv-apparaten) en 
de opslag/voorraadkosten (die recht evenredig zijn met het aantal per maand te 
produceren tv-apparaten). Bij een maandproductie van 1600 stuks bleek de 
kostprijs per toestel 820 euro. Opvoeren van de productie tot 2500 stuks bleek 
echter exact dezelfde kostprijs per toestel op te leveren. Welk aantal en tegen 
welke kostprijs kan de fabrikant het beste produceren? 


Numerieke nulpuntsbepaling 


Het oplossen van vergelijkingen komt zeer veel voor in de wiskunde en in allerlei 
vakgebieden waar de wiskunde wordt toegepast. Voor slechts een beperkt aantal 
soorten vergelijkingen, bijvoorbeeld tweedegraadsvergelijkingen, bestaat een analy- 
tische methode om tot een oplossing te komen. Vaak zal er geen methode voor- 
handen zijn om de oplossingen te bepalen. Toch is het mogelijk een benaderde 
oplossing te berekenen. In deze paragraaf leren we een methode die gebruik maakt 
van de differentiaalrekening om vergelijkingen numeriek op te lossen. 

ledere vergelijking is te schrijven in de vorm f(x) = 0. In deze paragraaf zullen we 
deze vergelijking oplossen en dus een nulpunt van f bepalen. Het nulpunt noemen 
we a zodat geldt: f(a) = 0. 
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Eenvoudige methoden en lokalisatie 
Oplossen van vergelijkingen door schetsen van grafieken 
Om het nulpunt van een functie f te bepalen kunnen we de grafiek van f gaan 
tekenen om daarmee een indruk te krijgen van de plaats van het nulpunt «. Door 
functiewaarden te berekenen kunnen we een benadering van a vinden. We illustre- 
ren dit met een voorbeeld. 

We gaan de vergelijking e* + x — 4 = 0 bij benadering oplossen. 


Oplossing 


Figuur 5.41 





In figuur 5.41 hebben we een gedeelte van de grafiek van de functie 
y = f(x) =e% +x-4 getekend. Als we goed naar de grafiek kijken kunnen we zien 
dat de vergelijking een benaderde, reële oplossing « = 1,1 heeft (zie ook tabel 5.1). 


Tabel 5.1 
X —1 0 1 2 3 
y ema e + X — 4 —4,65 —3 —0,3 5,4 T% 


We kunnen ook iets anders te werk gaan door de vergelijking in de vorm e* = 4 — x te 
schrijven. De gevraagde oplossing moet nu voldoen aan e* = 4 — q. We tekenen nu de 
grafieken van de functies y = f(x) = e“ en y = h(x) = 4 — x. Dit zijn twee functies 
waarvan de grafiek eenvoudig is te tekenen. In figuur 5.42 zien we het resultaat. In deze 
figuur is te zien dat de x-coördinaat « van het snijpunt van de grafieken ongeveer 1,1 is 
(zie ook tabel 5.2). 


Tabel 5.2 
x —1 0 1 2 3 
HRe 0,4 l 2,7 7,4 20,1 












Figuur 5.42 


Voorbeeld 22 
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Bij beide manieren van werken kunnen we de benadering beter maken door functie- 
waarden in de buurt van x = 1,1 te bepalen. Het duurt heel lang om op deze manier tot 
een nauwkeurigheid van enkele decimalen te komen. u 


Ondanks het vele werk hebben we slechts een zeer onnauwkeurige oplossing ge- 
vonden. Voor veel toepässingen is een dergelijke oplossing niet bruikbaar en op 
deze manier een veel nauwkeuriger oplossing vinden duurt veel te lang. 


Bisectie 

Bisectie is een methode om op vrij eenvoudige wijze een nulpunt van een functie te 

benaderen. Bij deze methode wordt de lengte van het interval waarop het nulpunt 

kan liggen steeds gehalveerd. We gaan als volgt te werk: 

e Bepaal een interval waarop het gevraagde nulpunt ligt. Voor de ene intervalgrens 
moet gelden f(x) > 0 en voor de andere f(x) < 0. 

e We nemen het midden van het interval en bepalen f (midden). 

e We kiezen nu voor die helft van het interval waarop f(midden) en 
f(grens vorig interval) een verschillend teken hebben. 


Dit proces herhalen we steeds. We zien dat het interval bij iedere stap in twee delen 
wordt verdeeld, vandaar de benaming bisectie voor deze methode. Ook dit proces is 
niet snel. Er treedt steeds slechts halvering van het interval op; dit betekent dat er 
voor iedere decimaal gemiddeld 3,3 stappen gedaan worden. Ook dit proces is dus 
alleen bruikbaar als slechts een vrij onnauwkeurige schatting van de oplossing van 
de vergelijking nodig is. 


-= Opdracht 

Hierboven wordt beweerd dat er voor een extra decimaal gemiddeld 3,3 
___stappen gedaan moeten worden. Ga na dat dit zo is. Bedenk dat bij 
=- bisectie er halvering van het interval optreedt. Een extra decimaal bete- 
kent dat de intervallengte met 0,1 wordt vermeningvuldigd. 


We gaan, net als in voorbeeld 21, de vergelijking e* + x — 4 = 0 bij benadering oplos- 
sen. 

We moeten dus het nulpunt « van de functie f(x) = e“ + x — 4 bepalen. 

We zien vrij snel dat æ op het interval [0,2] ligt. 

Daarbij geldt f(0) < 0 en f(2) > 0. 

Halverwege dit interval ligt x = 1 en f(1) = —0,3 < 0. 

We concluderen dat « op het interval [1,2] ligt. 


Figuur 5.43 
De methode van 


bisectie 
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Halverwege 1 en 2 ligt 1,5 en f(1,5) ~ 2,0 > 0, zodat « op het interval [1; 1,5) moet liggen. 
Omdat f(1,25) > 0 ligt a op |1; 1,25). 

Zo verdergaand vinden we dat vanwege f(1,125) > 0, « op het interval [1; 1,125) ligt. 
f(1,0625) < 0, dus « ligt op het interval [1,0625; 1,125). 

Zo verdergaand kunnen we steeds nauwkeuriger bepalen wat de waarde van « is. 

Zie figuur 5.43 ter illustratie van deze methode. 


y=elt+x-4 






hes 





Opmerking 

Hierboven zien we vrij veel decimalen ontstaan in een stadium van het 
proces waarin ze nog weinig nut hebben. Dit kunnen we vermijden door 
in een dergelijk stadium niet in exact het midden van het interval een 
nieuwe functiewaarde te bepalen, maar in een punt in de buurt daarvan. 
Dus bijvoorbeeld f(1,13) in plaats van f(1,125) en f(1,06) in plaats van 
f(1,0625). Dit kan iets vertragend, maar ook versnellend, werken in het 
proces, maar dit zal in de praktijk nauwelijks merkbaar zijn. 


Lokaliseren van een nulpunt 

De op één van bovenstaande manieren gevonden oplossing is als eindantwoord van 
weinig praktisch nut. We weten nu echter waar het nulpunt ongeveer ligt en hebben 
het nulpunt daarmee gelokaliseerd. Het lokaliseren van een nulpunt is van belang 
voor processen waarbij stapsgewijs een steeds betere oplossing van een vergelijking 
wordt bepaald. De gevonden benadering van het nulpunt kan als startwaarde die- 
nen voor een dergelijk proces. Een voorbeeld van zo’n proces is het Newton-Raph- 
son-proces dat in de volgende subparagraaf behandeld wordt. 











5.6.2 


Figuur 5.44 


Figuur 5.45 
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De methode van Newton-Raphson 


Om aan de bezwaren uit de vorige subparagraaf tegemoet te komen behandelen we 

de methode van Newton-Raphson (ook wel methode van Newton genoemd) die in 

het algemeen vrij snel tot een redelijk nauwkeurig resultaat leidt. 

We gaan uit van de volgende situatie. 

e De grafiek van de functie y = f(x) snijdt de x-as in A(«,0), dat wil zeggen 
f(a) = 0. Met andere woorden, « is een oplossing van de vergelijking f(x) = 0. 

e f'(x) en f'(x) zijn continu in de buurt van x = a. 

e f'(x) wisselt niet van teken voor x dicht bij «. 

In figuur 5.44 hebben we de grafiek van y = f(x) getekend. We kiezen het punt 

Qo(x9,0) op de x-as, zodanig dat xp dicht bij « ligt. xọ is dan een benadering van a. 

Recht boven Qy ligt het punt Po(x0,yo) op de grafiek van f. Er geldt dus yọ = f (xo). 

We willen een betere benadering van « vinden. Deze benadering noemen we xj. We 

bereiken dit door de raaklijn aan de grafiek van f in Po te trekken. Deze snijdt de x- 

as in een punt Q; (x,0). Nodig is dan wel dat f'(x) # 0, omdat anders de raaklijn 

horizontaal loopt en er geen snijpunt met de x-as is. De figuur laat zien dat xj een 

betere benaderde waarde van v is dan xp. 





We bekijken de rechthoekige driehoek Qo Qı Po. De hoek die de raaklijn bij Qı met de 
positieve x-as maakt noemen we dj. Er geldt dat de richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn zowel gelijk is aan f'(x) als aan tan(b; ). Dit levert de vergelijking: 


f'(xo) = tan(ò;). 


Aangezien de tangens in een rechthoekige driehoek gelijk is aan het quotiënt van 
overstaande en aanliggende rechthoekszijde volgt hieruit: 














/ mn Po Qo 
a = QQ 
We vullen de gegevens verder in en lossen de vergelijking op. 
/ f(xo) _ fx) 
f (oo) = n = F(x) => 
= f _ f) 
AT foo) 7 fo) 


Dit geeft de mogelijkheid om xj te berekenen. 
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Vervolgens herhalen we de methode. We laten nu xj de rol van xọ vervullen. In het 
bijbehorende punt P; (x1,y1) op de grafiek, dus het punt met yı = f (xj), trekken we 
een nieuwe raaklijn (zie 5.45). Deze snijdt de x-as in Q»(x7,0). Doordat Q» dichter bij 
R ligt dan Q}, is x2 een betere benadering van « dan xj. Als we dezelfde soort 
berekeningen met de raaklijn nogmaals uitvoeren, vinden we 








X 
ee zin f (x1) 
f (x1) 
Daarna kan alles weer herhaald worden. In het algemeen krijgen we 
Xna1 = Xn — jan) ‚waarbij n = 0,12... (5.2) 
f (xn) 


In voorbeeld 21 hebben we gezien dat x% = 1,1 een benaderde oplossing is van de 
vergelijking e* + x — 4 = 0. We nemen deze benadering als beginwaarde voor het 
Newton-Raphson-proces. 

Er geldt f(x) = eX + x — 4 en dus f'(x) = e* +1. Als we dit gebruiken, vinden we de 
volgende benaderingen (we rekenen is zes decimalen): 





X= Li 

Keila o 2 a — 1,073986 

o> ë 
x= 1,073729 — f(1,073729) _ ge re 


f’ (1,073729) e1073723 1 


We zien dat er aan de eerste zes decimalen niets meer wijzigt. Dit geeft ons vertrouwen 
dat a = 1,07373 in vijf decimalen nauwkeurig is. | 


Het Newton-Raphson-proces (kortweg NR-proces) is een voorbeeld van een iteratief 
proces. Zo’n proces verloopt in het algemeen als volgt. 

We kiezen een startwaarde xọ en met behulp hiervan berekenen we een benadering 
xı met behulp van de formule xj = g(xo). Vervolgens berekenen we een benadering 
x> met de formule x2 = g(xj) enzovoort. Stapsgewijs berekenen we dus een steeds 
beter wordende benadering voor «a. Het proces convergeert en lim An =O. 


In het zojuist beschreven iteratieve proces worden de benaderde waarden 
X1,X2,X3, . . berekend met behulp van de formule 

Xni = BLA) waarbij n = 0,1,2, … 

De functie g is een zogenaamde iteratiefunctie en is gedefinieerd op een interval 
rond xo. 

Bij de hierboven gepresenteerde methode van Newton-Raphson geldt: 


f(Xn) 
f'(xn) 


Bij het Newton-Raphson-proces hoort dus de iteratiefunctie g(x) = x — F 





Xn+1 = Xn — 














Figuur 5.46 


Startwaarde aan de 


‘Verkeerde’ kant van « 


gekozen 
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Samenvatting 

Als we uitgaan van de volgende situatie: 

e de vergelijking f(x) = 0 heeft oplossing x = a (dus f(a) = 0); 

e f'(x) en f(x) zijn continu in de buurt van x = g; 

e f'(x) wisselt niet van teken voor x dicht bij a; 

dan gaat de methode van Newton-Raphson voor het berekenen van een benadering 
van a als volgt: 

e kies een geschikte startwaarde xo; 

e bereken xj, waarbij n = 0,1,2,3,... met de formule 


f (xn) 


Xn+1 = Xn — f'(x ) 
n 





Er geldt dan lim xn = a. 
noo 


De startwaarde 

We besteden in deze paragraaf niet veel aandacht aan een juiste keuze van de 
startwaarde. Voor een goede keuze van de startwaarde is een schets van de grafiek 
nodig en ook enkele aspecten van het functieonderzoek kunnen hiervoor worden 
gebruikt. We laten hieronder zien dat de keuze van de startwaarde belangrijk is. De 
opsomming van mogelijkheden is zeker niet volledig, maar slechts een indicatie van 
de situaties die kunnen optreden. 


In figuur 5.46 is een situatie getekend waarbij xj aan de andere kant van « ligt dan 
Xo. Dit hoeft, zoals uit de tekening blijkt, niet erg te zijn, want in de geschetste 
situatie liggen alle volgende benaderingen (x7,x3,x4,.. .) steeds dichter bij œx en het 
proces convergeert. 





In figuur 5.47 is echter te zien dat er zich situaties kunnen voordoen waarbij er wel 
sprake is van convergentie, maar naar een ander nulpunt dan het bedoelde nulpunt x. 
In figuur 5.48 zitten we met een volgende benadering steeds aan de andere kant van 
a en lopen we bovendien van « weg. Er is dus geen sprake van convergentie. Het 
Newton-Raphson-proces is hier divergent. 


Figuur 5.47 


Figuur 5.48 
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Opdracht 

Neem de schets uit figuur 5.48 en kies een startwaarde zodat: 
e het proces wel convergeert; 

© X3 = Xo; X3 = X1; X4 = X2; X5 = X3, enzovoort. 


Meestal is xj een betere benadering van de gevraagde oplossing « dan de start- 
waarde xp en x2 weer een betere benadering dan xj enzovoort. 

Uit de figuren 5.46, 5.47 en 5.48 blijkt echter dat dit niet altijd het geval hoeft te zijn. 
We kunnen aantonen dat, indien f(x) voldoet aan de voorwaarden gesteld bij de 
beschrijving van het Newton-Raphson-proces, we een proces hebben waarbij de 
benaderingen steeds beter worden, als we de startwaarde maar dicht genoeg bij a 
kiezen. 

Zoals we hebben gezien, kan het kiezen van een goede startwaarde een probleem 
vormen. In de praktijk echter geeft een schets van de grafiek van y = f(x) bijna altijd 
een goede indruk van de waarde die we voor xp moeten kiezen. 


De nauwkeurigheid 

Over de nauwkeurigheid van de methode van Newton-Raphson kunren we ook het 
een en ander zeggen. Het NR-proces is een proces van de tweede orde. Dit houdt in 
dat als xn een benadering van « is in k decimalen nauwkeurig, dat xn; een nauw- 
keurigheid zal hebben van ongeveer 2k decimalen. Dus bij iedere stap verdubbelt 
het aantal goede decimalen! 

Omdat we de exacte waarde van de oplossing van de vergelijking niet kennen, is het 
moeilijk om de nauwkeurigheid van een benadering te weten. We gaan daarom 
doorgaans als volgt te werk. We passen de methode van Newton-Raphson herhaald 
toe en vergelijken de laatste twee benaderingen, dus xn en xn+1, om na te gaan in 
hoeveel decimalen nauwkeurig xn is. 


We willen een benadering van de oplossing van de vergelijking 
tan x = x? + 0,5 bepalen die in drie decimalen nauwkeurig is. 
Er is bekend dat xy = 1 (in radialen) een goede startwaarde is. 


Oplossing 
We brengen alle termen naar het linkerlid van de vergelijking om de functie f te bepalen 
en we berekenen ook de afgeleide van f. 


f(x) = tanx — x? — 0,5 en F(x) = 





cos? x 
We maken enkele stappen met de methode van Newton-Raphson en vinden (in vier 
decimalen nauwkeurig) : 
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Xp = 1 
nn fl fe tant ef OS ien 
fo Ed B 
cos* 1 
fa) f(0,9597) 
Dae — 0,9597 — ~ 0,9535 
en F' (0,9597) 
f(x) f(0,9535) 
ee — 0,9535 ~ 0,9535 
Re f (0,9535) 


Ga de berekeningen na! In de laatste stap blijven de eerste vier decimalen ongewijzigd. 
Daarom concluderen we dat x = 0,954 in drie decimalen nauwkeurig is en dus de 
gevraagde benaderde oplossing is. 3 


Opmerking 

In de praktijk zal de methode van Newton-Raphson meestal voldoen. Er 
zijn echter ook andere methoden om nulpunten te bepalen. Bisectie (zie 
paragraaf 5.6.1) is er één van. Er zijn nog vele andere methoden, zoals 
Regula Falsi en de koordenmethode. In dit boek zullen we deze metho- 
den niet behandelen. 


MENE 


EE ine 


EEE Es 


Opgaven bij 5.6 


Los de volgende vergelijkingen op door het schetsen van grafieken. 
Benader de oplossing in één decimaal nauwkeurig. 
a e*+10lnx=0 b cosx+2x+1l=0 


Pas de methode van bisectie toe om de benaderde oplossing(en) in één decimaal 
nauwkeurig te vinden van de volgende vergelijkingen. 

a e= 0 b Zsint= 

Bereken de benaderde oplossing x van de volgende vergelijkingen met de methode 
van Newton-Raphson. Ga uit van de gegeven startwaarde xo. 

äa = 3l =O = 1,8 6 EOEN =H A — 0,8 

b 2 -5x2+7Xx+125=0;amp=-l d el tanx=0;xi =2 


Bereken met de methode van Newton-Raphson in vier decimalen nauwkeurig de 
benaderde oplossing van de volgende vergelijkingen. Bepaal zelf een geschikte 
startwaarde xo. 
RS asz b sinx—2x—1,5=0 

Bereken in vier decimalen nauwkeurig de nulpunt(en) van de functie f(x) = e* — 3x? 
met de methode van Newton-Raphson. Bepaal zelf een geschikte startwaarde. 


Bereken in vier decimalen nauwkeurig het kleinste nulpunt ongelijk 0 van de functie 
f(x) = tan x — yx met de methode van Newton-Raphson. 
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Bepaal in zes decimalen nauwkeurig de benaderde oplossing van de volgende wortels 
met methode van Newton-Raphson. Stel zelf een geschikte vergelijking op waarvan 
de wortel een oplossing is. Neem de gegeven benadering als startwaarde xo. 


a y2 al b 27 = 


Herhalingsopgaven 


3 
Bepaal van de functie y = f(x) = 5 — 2x? + 3x + 1 waar deze stijgend en dalend 


IS. 


Onderzoek de volgende functies en teken de grafiek. 














Ben ie 2 
a yefj SS telg d u=fi = 
o sa = 5 3 
b u= fi) =a e y=f(D=3+ (t+I 
c Bef ll =r f f(x) | 
E x2 y - X#+] 


Onderzoek de functie u = f(z) = en teken de grafiek. 


z? +3z+9 
Teken de grafiek en onderzoek de volgende functies. 
a s= f(t) = (cost) —cost, t € [0,27] 


b y= f(u) = 2sin u + cos(2u), u € [0,27] 


sin x — (sin x)? 


, X € [0,27] 
cos x 


c y=f(x) = 


2 


d y= f(x) = x2. e 


Twee middelgrote steden A en B die aan dezelfde kant van een rivier liggen, willen 
een gemeenschappelijke waterkrachtcentrale aan de rivieroever bouwen. De 
rivieroever beschouwen we als een rechte lijn. De afstand tussen A en de 
rivieroever is 1 km, tussen B en de oever 4 km en de afstand tussen de steden is 8 
km. Toon aan dat de kleinste, totale lengte van de leidingen van A en B tot de 
waterkrachtcentrale 4/5 km is. 


Bepaal met de methode van Newton-Raphson een benaderde oplossing van de 
volgende vergelijkingen. 
a ii D cosx=2x-—l 


Bepaal in zes decimalen nauwkeurig de benaderde oplossing van de volgende 
wortels met methode van Newton-Raphson. Stel zelf een geschikte vergelijking op 
waarvan de wortel een oplossing is. Neem de gegeven benadering als startwaarde 
X0 


a vloz3 b 100 =2 
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Samenvatting 


Extreme waarden 

Minima en maxima van een functie treden op in punten waar f'(x) van teken wis- 

selt. 

e Als f'(x) > 0 voor x < c (maar x wel dicht bij c) en f'(x) < 0 voor x > c (maar x 
wel dicht bij c) dan is f(c) een maximum. 

e Als f'(x) < 0 voor x < c (maar x wel dicht bij c) en f'(x) > 0 voor x > c (maar x 
wel dicht bij c) dan is f(c) een minimum. 

Voor de aanwezigheid van een extreme waarde is de voorwaarde f'(c) = 0 is niet 

voldoende en ook niet noodzakelijk. Ook is het niet nodig dat f'(c) bestaat. Wel 

noodzakelijk zijn tekenwisseling van f'en het bestaan van f(c). 

Als het domein van f een eindig interval is, dan kan f(x) een randmaximum of 

randminimum hebben. 


Buigpunten 

Voor het bepalen van buigpunten, dat wil zeggen punten waar de grafiek van 
y = f(x) van convex overgaat in concaaf of andersom, gebruiken we de tweede 
afgeleide. 

e De grafiek van y = f(x) is convex (bol), als f(x) positief is. 

e De grafiek van y = f(x) is concaaf (hol), als f'(x) negatief is. 


Functieonderzoek 

Bij het onderzoeken van een functie kan het nuttig zijn eerst een grafiek te plotten 

en vervolgens de functie op de volgende kenmerken te onderzoeken. 

e Het domein van de functie en de eventuele verticale asymptoten. 

e De eventuele snijpunten met de coördinaatassen. 

e Het tekenoverzicht van de functie. 

e De symmetrie-eigenschappen van de functie. Met name of de grafiek symme- 
trisch is ten opzichte van de oorsprong of de verticale as en nagaan of de functie 
periodiek is en zo ja met welke periode. 

e De aanwezigheid van horizontale asymptoten. 

e Stijgen en dalen van de functie en de eventuele aanwezigheid van minima en 
maxima. 

e Desgewenst: bepaling van de tweede afgeleide, het convex dan wel concaaf zijn 
van de grafiek en de eventueel aanwezige buigpunten. 

e Aan de hand van de grafiek en de bepaalde kenmerken het bereik bepalen en het 
al dan niet globaal zijn van de extremen. 


Praktische toepassingen van de differentiaalrekening 

De differentiaalrekening wordt onder meer gebruikt bij het bepalen van maxima en 
minima in vele praktijkproblemen. Ook gaat het daarbij vaak om de snelheid waar- 
mee een variabele verandert als functie van een andere variabele. 


Numerieke nulpuntsbepaling 

We lossen op f(x) = 0. De oplossing noemen we 9. 

e Via het schetsen van een grafiek is een indruk te krijgen van de ligging van het 
nulpunt o. 

e Bisectie is een methode waarbij de lengte van het interval waarop het nulpunt 
kan liggen steeds gehalveerd wordt. De functiewaarde van f in het midden van 
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het interval wordt bepaald en er wordt voor díe helft van het interval gekozen 
waarvoor geldt dat de functiewaarde in de eindpunten tegengesteld is. 

Het lokaliseren van een nulpunt is het bepalen van de plaats waar het nulpunt 
ongeveer ligt. Lokaliseren kan door het schetsen van een grafiek van f of door 
bisectie. Een gevonden benadering van het nulpunt kan als startwaarde gebruikt 
worden voor een proces om het nulpunt nauwkeuriger te bepalen. 

Het Newton-Raphson-proces 

e Bepaal een geschikte startwaarde xp. 

f(xn) 
f (Xn) | 





e Bereken xn+1, waarbij n = 0, 1, 2, 3, --- met de formule xj = Xn — 


e Er geldt dan lim En = 
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Leerdoelen hoofdstuk 6 


De integraalrekening vormt samen met de differentiaalrekening een belangrijk ge- 
deelte van de wiskunde voor een studie op hbo-niveau. 

Met behulp van de differentiaalrekening worden vooral kenmerken onderzocht in 
een bepaald punt. De integraalrekening wordt ondermeer toegepast bij het onder- 
zoeken van kenmerken, die ontstaan uit een sommatie. Zo kan de richtingscoëffi- 
ciënt van de raaklijn aan een grafiek in een punt bepaald worden met de afgeleide, 
en kan de oppervlakte van een gebied onder een grafiek boven een interval bere- 
kend worden met behulp van een integraal. 

In dit hoofdstuk houden we ons bezig met onbepaalde en bepaalde integralen, 
waarbij verschillende integratiemethoden aan de orde komen. We besteden daarbij 
vanzelfsprekend aandacht aan het gebruik van Maple en de GR. Vele integralen zijn 
niet ‘handmatig’ te berekenen. Vandaar dat ook aandacht wordt besteed aan nume- 
rieke methoden. In hoofdstuk 7 gaan we in op de toepassingen van de integraal- 
rekening. 


Indien alleen een kennismaking met de integraalrekening voldoende is voor de op- 
leiding, dan is het bestuderen van de paragrafen 6.1 en 6.2 voldoende. In de para- 
grafen 6.3 tot en met 6.6 wordt de techniek van het integreren behandeld. Nume- 
rieke integratie wordt behandeld in paragraaf 6.7. 


In hoofdstuk 6 komen de volgende onderwerpen aan de orde. 
e onbepaalde integralen 

e Riemann-sommen en bepaalde integralen 

e integratie door substitutie 

e partiële integratie 

e integratie door middel van breuksplitsing 

e oneigenlijke integralen 

e numerieke integratie 





Integraalrekening 


Onbepaalde integralen 


In het vorige hoofdstuk hebben we ons beziggehouden met het differentiëren van 
een gegeven functie. We gaan nu de omgekeerde bewerking bekijken: gegeven een 
functie, gevraagd een functie waarvan de afgeleide deze gegeven functie is. 


Primitieven en onbepaalde integralen 


We geven eerst een voorbeeld van een probleem dat met behulp van onbepaalde 
integralen kan worden opgelost. 


Een bal wordt vanuit stilstand vanaf een gebouw met hoogte 60 m losgelaten. De lucht- 
weerstand die de bal tijdens de val ondervindt zullen we buiten beschouwing laten. Wat 
is de hoogte van de bal ten opzichte van het aardoppervlak als functie van de tijd? 


Oplossing 

Een schets van de situatie is te zien in figuur 6.1. 

De opwaartse richting kiezen we als positieve richting. Op de bal werkt alleen de 
versnelling van de zwaartekracht g, waarbij g = 9,81 m/s? 

Nodig zijn de volgende relaties tussen de hoogte h (in m), de snelheid v (in m/s) en de 
versnelling a (in m/s°);: 


V= ai en a = a 
cd dt 
De snelheid v voldoet aan de volgende vergelijking: 
N g ail ma (6.1) 


a 
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Er staat —g in formule (6.1), omdat g naar beneden is gericht en dit is tegengesteld aar 
de positieve opwaartse richting. 
De afgeleide van v = v(t) is de constante —9,81, voor v geldt dan: 


v = v(t) = —9,81t + C, met C een constante. (6.2) 


Immers, differentiëren van v(t) naar t levert: 


dv d 
—— = — -9 81f = 08] 
di eral 9,81t + C) 


De constante C kan bepaald worden door t = 0 in beide leden van formule (6.2) in te 
vullen en te gebruiken dat v(0) = 0 (er is namelijk gegeven ‘vanuit stilstand’): 


0 = -981 0+C> L-0 
Voor de snelheid v vinden we uiteindelijk: 
v = v(t) = —9,81t (m/s) 


De hoogte h voldoet aan de vergelijking: 


dh 

r v(t) = —9,81t met h(0) = 60. 

Op soortgelijke wijze als bij de snelheid v vinden we voor h als functie van de tijd 

(Ga dit na!) 

h(t) = —4,905t? + 60 (m) T 


Figuur 6.1 
---- start: t=0, h=60, v=0 


hít) 
aardoppervlak 





Opdracht 

Een bal wordt vanaf een flatgebouw losgelaten. De luchtweerstand die de 
bal tijdens de val ondervindt wordt buiten beschouwing gelaten. Bepaal 
de hoogte van het flatgebouw als gegeven is dat de beginsnelheid van de 
bal 0 m/s en de snelheid bij het neerkomen 30 m/s is. 





Bij het differentiëren bepalen we van een gegeven functie de afgeleide. In voor- 
d v(t) 
dt 


= a, bereken v(t), 





beeld 1 zijn we het omgekeerde tegengekomen: gegeven 


en gegeven = = v, bereken h(t). 


We bekijken dit in het algemeen: gegeven de functie f(x), bepaal een functie F(x) 





217 


dF(x) 


re f(x). Deze functie F(x) heet een primitieve van de gegeven 


zodanig dat 
functie f(x). 








SA 


Een primitieve van f(x) = 2x is F(x) = x? + 3, omdat de 


Opdracht 
Geef nog drie andere primitieven van f(x) = 2x. 


In het algemeen is F(x) = x? + C, met C een willekeurige constante, een primitieve 
van f(x) = 2%. 

We vinden dus bij een gegeven functie f (x) niet één primitieve, maar een verzameling 
dF(x) 
dx 
ling wordt de onbepaalde integraal van f genoemd, met als notatie f f(x)dx. 


= f(x) en C een constante. Deze verzame- 





functies van de vorm F(x) + C, met 


Voor deze onbepaalde integraal geldt: 


waarbij F'(x) = f(x) en C een constante is. 


Het bepalen van f f(x)dx wordt onbepaald integreren genoemd. Het woord onbe- 
paald geeft aan dat een onbepaalde integraal niet één functie of getal is, maar een 
verzameling functies. 

In de uitdrukking f f(x)dx = F(x) + C heet: 

e [het integraalteken; 

e f(x)de integrand; 

e de xin dx de integratievariabele (de variabele waarnaar geïntegreerd wordt); 

e F(x) een primitieve; 

e Cde integratieconstante. 


Opmerking 

Waarom we een onbepaalde integraal noteren als | f(x)dx wordt duide- 
lijk wanneer we een substitutie moeten uitvoeren om de integraal te 
bepalen, zie paragraaf 6.3. Daarnaast kan een bepaalde integraal illustra- 
tief in beeld worden gebracht door de differentiaal dx als een zeer kleine 
lengte en het integraalteken als een oneindige sommatie te beschouwen, 
zie paragraaf 6.2. 





d 
Pod =4 CFC, omdat -> A Ee. 
e E a Ea 
|a= |x e Ek + C gt C omdat ( -ziy ) = ze 
| Paer 
oor FF 5 i x*t1 + C, waarbij a # —1, omdat (e | À = Xx*. Wel moet 


gelden: a # —1. 











HOOFDSTUK 6 


Voorbeeld 5 


Voorheeld 6 


6.1.2 
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Is in de bovenstaande integraal « = —1, dan hebben we te maken met het volgende: 


1 
Le = In |x| + C, omdat (In |x|)" = — gi 
X X 


> [ear +C 
3> [fax xC 


De eerste integraal heeft als integratievariabele t en van de tweede is de integratie- 
variabele x, terwijl t constant is. wa 





Opdracht 

Bepaal: 

a | ydr 

b | sin(x)dx 
(1 

c | 8 dx 

d | Sd 

e | p*dx 


De meeste functies die in dit boek voorkomen, zijn differentieerbare functies. Als 
een functie differentieerbaar is, hoeft deze nog niet integreerbaar te zijn. Een functie 
heet integreerbaar als er een primitieve van bestaat. Voorbeelden van functies die 
niet integreerbaar zijn: 

sin X 2 


f(x) = —, f(X) = en f(x) set, 


X 


Rekenregels voor onbepaalde integralen 


We geven nu enkele rekenregels voor onbepaalde integralen. Het bewijs laten we 
achterwege. 


Rekenregels 
l Een constante factor mag voor het integraalteken worden gebracht. 
Dit is in formulevorm: 


| k- f(x)dx = k [rar (6.4) 
waarin k een reële constante is. 


2 De integraal van een som (een verschil) is de som (c.q. het verschil) van de 
integralen. 
Deze regel is in formulevorm: 
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[ro + g(x))dx = | f(x)dx + [ede (6.5) 


De rekenregels 1 en 2 zijn te combineren tot: 


3 Voorelke « € R en elke B € R geldt: 





[aren + good = a [fade + B |govax (6.6) 


Een factor waarin de integratievariabele voorkomt, mag beslist niet voor 
het integraalteken worden gebracht. Bijvoorbeeld f x- x'dx # x f x°dx. 
Ga dit na door f x*dx en x f x®dx te bepalen. 


Een veel gemaakte fout is het toepassen van de volgende variant op 
formule (6.5): 


gede) 





[oren -swar — (fra) 





Een voorbeeld maakt duidelijk dat dit fout is: 


i I a 
xde =z% +C 





Passen we bovenstaande foute rekenregel toe dan krijgen we: 


x- KUN = (fea) ( rde) 
l a l 1l 
= (37 +- ci) Els + 02) # zr E E 


Hoe omgegaan moet worden met integralen van het type f(f(x) - g(x))dx 
is in het algemeen niet te zeggen. Op enkele soorten komen we in de 
volgende paragrafen terug. 


| x?dx = 








| (0 +3 cos x) de =d | dx +3 | cosx dx 
— (5 + c ) + 3(sin x + C2) 


Xe + iG + 3sinx +36 


w| N wl N 


xê +3sinx+ C 


De som 4C) + 3C; is benoemd tot een nieuwe constante C. Deze stap wordt in het 
vervolg zonder de tussenstap uitgevoerd. 


We maken bij het integreren vaak gebruik van zogeheten standaardintegralen. Hier 
volgt een lijst van enkele standaardintegralen. Bij het bepalen van integralen zullen 
we telkens naar deze standaardintegralen teruggrijpen. 
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Standaardintegralen 


l | xax = PE aO a Al) 





a +l 


D 


1l 
—dx = ln |x| + C 
a 


3 [sinx dg = CSEH C 
[cosx dx =sinx G 


dr = tant +G 





COS? x 


X 


+C (a>0ena#l) 





In a 


dx = arcsin x + C 
a — x? 


l P < 
dx = —arctan — + C 
a a 


| Opdracht 
Ga via differentiëren van het rechterlid de juistheid van deze lijst na. 





Voorbeeld 8 


[2 +7sinx+ 5v% +6) dx = | xax +7 [sinx dx + 5 [ax +6 f idx 
3 deg 

X F a +6x+C 

HP Toast tg AVE HB + C 


De uitdrukking X2 wordt bij voorkeur geschreven als xx in het antwoord. 
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Voorbeeld 9 


6.1.3 





Integraalrekening 


ee Too EZ 


rao 
=4 |} x z?az+ |z z3dz 


= 4Injz| + az!) + n +C 


2 
4 
= 4In/z| ——— = + C 
iia 72 
zr? 1 
Gebruikelijk is om —+ te schrijven als — — E 

=d 2z? 
-Opdracht 
f 
l Bereken 
} 5 ETE 
a (x-as e+ op )de b dr 


Bij het differentiëren is het mogelijk om allerlei regels te geven om de afgeleide te 
bepalen. Dit is bij integratie slechts beperkt mogelijk. We moeten vaak afgaan op 
intuïtie en ervaring, die door veel oefening verkregen kunnen worden. Wel worden 
in de volgende paragrafen drie methoden behandeld, die op verschillende typen 
integralen kunnen worden toegepast. Bij toepassing van deze methoden worden 
integralen tot standaardintegralen herleid. 


Onbepaalde integralen en Maple 


Met behulp van Maple zijn vele onbepaalde integralen exact te berekenen. Dit is één 
van de sterke punten van Maple. Het integreren gebeurt met het commando int. 
Bij onbepaalde integralen geeft Maple niet de constante erbij, die moet de gebruiker 
er zelf bijzetten. 

Met het commando Int wordt een mooie uitvoer verkregen, de waarde kan ook met 
het commando value verkregen worden. 


>~ Irt (sin (2x) „aj int (S10 (X) sa) FG? 
f sin(x)dx = — cos(x) + C 


> Int (x“10,x) : S=value(%) +C „rt 
10 
PGE = + C 
I 11 


> Int (x“10,p) : S=value(%) +C; 
feld = 2 bp C 


Deze integralen kunnen uiteraard ook eenvoudig met de hand bepaald worden. De 
volgende integraal is met behulp van de in paragraaf 6.3 te behandelen integratie- 
technieken, met pen en papier, na behoorlijk wat schrijfwerk te bepalen: 
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> Inti (stats) 5,zis=inE ( (sim (2))] 3, FEE 


4 2 


cos(x) — 2 mi +C 


4 
cos(x) — 15 sin(x) 15 


f sin(x)’ dx — sin(x) 


Het antwoord kan gecontroleerd worden door het rechterlid van bovenstaande uit- 
drukking te differentiëren. Selecteren van het rechterlid kan met behulp van het 


commando rhs. 


> AFASIE (EUS (5) s8) 


4 l 8 . ; ; 
dFdx := = 5 sin(x)” cos(x)? + 5 sina” = 15 sin(x) cos(x)? + T5 sin(x) + T5 sin(x) 


Met behulp van de commando’s simplify of combine kunnen we proberen om de 
integrand weer terug te krijgen: 


> gimplify(dFäz, TELA) # 
sin(x)? 


> combine(dFdx, trig) ; 
: sin(5x) s sin(3X) + > sin(x) 
16 16 8 


Met simplify lukt het wel, met combine lukt het niet. Als het met zowel simplify 
en combine niet lukt, dan kan het antwoord vaak wel als volgt worden gecontro- 


leerd: 


> (sin (Zy) Sd: 


4 f 
5 sin(x)? + 5 sin(x)’ cos(x)? $ 
— sin(x) cos(x)" ma sin(x)’ — — sin(x) 
15 | 15 15 


> simplify(s); 


We berekenen vervolgens de primitieve van f(x) = x°, waarvan de grafiek gaat door 
het punt (2,4) van het xy-vlak. 


> Ant (DR) FCE 6 
X 


— +C 
6 T 


> F:=unapply (%,x); 1 
Fix +C 


> solve(F(2)=4,C); 


We vinden dus F(x) = 
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Opgaven bij 6.1 





















Bereken: 
a |x’dx 
5 
b l x dx 
6 
C |= dx 
10 
d [2a 
Jq " 
e |xcos(na: 
Bereken: 
xt +2xe +6 
ji vx d d: 
a | + X) VX dx | NE x 
i öğ j VX + 2x i 
b | @vz-x vx)dx Vr & 
c |e! — 3')dt h | (5 sin(x) — 3 cos(x) + : Jax 
IN COS“ x 
i - 123 4 g 
d E EN dx i E E gaf dz 
l xX j ze 
n | =B a [Ene 
t> {xX l 


Gegeven is de functie f(x) = 5x + 4 x’ +e* + cos x. 
Bereken het functievoorschrift van de primitieve F van f waarvoor geldt F(0) = 2. 


3 
1 + x2° 





Gegeven is de functie f(x) = 2% 4 
Bereken het functievoorschrift van de primitieve F van f waarvoor geldt F(1) = 3. 


Controleer de juistheid van i j 
a ftsintdt = tsin t + cost + C b fyln(y)dy = zr In(y) if +C 


Gegeven is de functie f(x) = xsin(x*). 
De primitieven van f zijn van de vorm F(x) = k cos(x?) + C. Bereken de constante k. 


Gegeven zijn de functies f(s) = v4 — $2 en g(s) = sv 4 — sê. 

Stel h(s) = k(4 — s?) v4 — s2, waarbij k een constante is. 

a Is kte bepalen zodat h een primitieve is van f? Zo ja, wat is de waarde van k? 
b Is kte bepalen zodat h een primitieve is van g? Zo ja, wat is de waarde van k? 
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In de vraagstukken 8, 9 en 10 wordt de luchtweerstand buiten beschouwing gelaten. 
Neem g = 9,81 m/s? 


Een bal wordt losgelaten (beginsnelheid is 0 m/s) vanaf een toren met hoogte 80 m. 
Na hoeveel seconden raakt de bal het aardoppervlak en wat is dan de bereikte 
snelheid? 


Een steen wordt losgelaten (beginsnelheid is 0 m/s) vanaf een toren met hoogte 
100 m. Na 2 seconden wordt een tweede bal naar beneden gegooid. Met welke 
beginsnelheid moet deze bal naar beneden worden gegooid, om op het zelfde 
tijdstip als de eerste bal het aardoppervlak te raken? 


Een vuurpijl wordt vanaf het aardoppervlak recht omhoog geschoten met 90 m/s 
beginsnelheid. Tot welke hoogte stijgt de vuurpijl? 


Een auto rijdt 100 km/uur. Op tijdstip t = 0 s begint de bestuurder te remmen met 
een vertraging van 2 - t m/s“. Wat is de afgelegde remweg als de auto tot stilstand is 
gekomen? 


Bereken de volgende integralen en controleer het antwoord door dit te differentiëren 


a [v/a — sax c | a 


l + sin t + cost 


b [verde d | 3 


xvx? +3 


Van een functie F(x) is gegeven F'(x) = sin(2x) + x? + e3% en F(1) = 5. 
Bereken het functievoorschrift van F(x). 


Bereken 





x dx en | x” dy. Verklaar de antwoorden. Controleer de juistheid door de 


antwoorden te differentiëren. 


Bepaalde integralen 


In deze paragraaf introduceren we bepaalde integralen door het berekenen van een 
oppervlakte van een gebied. Dit is tevens een van de vele toepassingen van de 
integraalrekening. In paragraaf 6.1 hebben we gezien dat een onbepaalde integraal 
een verzameling functies is. In deze paragraaf zullen we zien dat een bepaalde 
integraal een getal is. In hoofdstuk 7 gaan we veel uitgebreider in op het berekenen 
van oppervlakten en andere toepassingen van integralen. 


Riemann-sommen en bepaalde integralen 
In figuur 6.2 is de grafiek van een continue positieve functie f op [a,b] getekend. 
Om de oppervlakte O van het gebied onder de grafiek van f boven het interval [a,b] 


te benaderen, wordt [a,b] verdeeld in n gelijke deelintervallen [a,b] met lengte 
Ax = Xk — Xp, Voor k = 1,2,...,n. Neem [a,b] willekeurig. De oppervlakte van 
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Figuur 6.2 
Benadering van de 
oppervlakte van het 
gebied onder de 


grafiek van f 





Integraalrekening 





f (cy) 





A=Xo C1 X1 Xk—1 Ck Xh Kl Cn b = Xn 


het gebied onder de grafiek van f boven het interval |a,b) benaderen we als volgt met 
een som: 


O x f(a)Ax + f(eoo)Ax +... fer) Ax +... + f(en)Ax 


Deze som kunnen we compacter schrijven met het sommatieteken: 
n 
O~ X` f(c)Ax (6.7) 
k=l 


We noemen dit een Riemann-som van f op [a,b] (Riemann: 1826-1866). 

We kunnen in plaats van de functiewaarde in een willekeurig punt c} € [Xp Xp] in 
het bijzonder de functiewaarde aan het begin (linkerkant) van elk deelinterval ne- 
men: 


Om) fa) Ax 
Kiel 


De som heet nu een linker-Riemann-som van f op [a,b] . 
Analoog heet 


Oz) f(x)Ax 
kel 


een rechter-Riemann-som van f op |a,b|. 


Opdracht 
Benader de oppervlakte van het gebied, ingesloten door de grafiek van 
y = f(x) = xê en de lijnen x = 1 en x = 2, door een rechter-Riemann- 


som met Ax = E, Benader vervolgens de oppervlakte van het gebied door 


een linker-Riemann-som met Ax = h, Geef op grond van deze benade- 





ringen een schatting van de oppervlakte van het gebied. 
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De limiet van een Riemann-som wordt genoteerd als 
n b 


lim TEAR = [ro dx (6.8) 

Ax—0 
k=1 A 

indien deze limiet bestaat. 

Voor Ax — 0, gaat de gemaakte fout in formule (6.8) op elk deelinterval naar nul. 


Voor de oppervlakte O geldt dus: 


b 
[roo dx (6.9) 


= D 


a 


n 
O= li flcp)Ax = 
N ii 


Benamingen: 


b 
e | f(x)dx heet de bepaalde integraal van f van a naar b; 


a 
e a heet de ondergrens; 
e b heet de bovengrens; 
[a,b] heet het integratie-interval. 


Als Ax — 0, in formule (6.8), dan gaat het aantal deelintervallen n naar oo. Dit 
betekent dat een bepaalde integraal de limiet is van de som van een oneindig aantal 
termen. In het integraalteken herkennen we dan ook een ‘langgerekte’ S (de S van 
som). Wanneer het niet om een oppervlakte gaat hebben we eveneens de boven- 
staande limiet van een Riemann-som. Het opstellen van een Riemann-som en het 
nemen van de limiet van die Riemann-som komen we tegen bij de behandeling van 
booglengten, omwentelingslichamen en andere toepassingen in hoofdstuk 7. 





Opmerking 
Dat de oppervlakte van het gebied onder de grafiek van f boven het 


b 
interval [a,b] gelijk is aan f f(x)dx kan op suggestieve wijze in beeld 
a 


worden gebracht, zie figuur 6.3. De lengte van dx is zo klein, dat het de 
oppervlakte van het gebied onder de kromme boven het interval 
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xx + dx] gelijk is aan f(x)dx. De totale oppervlakte wordt gevonden 
door te sommeren van a tot b. 5 
Als we de (oneindige) som van a tot b aangeven met f krijgen we: 


a 
j 





In principe is een bepaalde integraal te berekenen door de limiet te berekenen: we 
komen hier in een Maple-sessie later in deze paragraaf op terug. 

Het berekenen van een bepaalde integraal met een limiet is echter vaak heel lastig 
en tijdrovend, zo niet onmogelijk. We leiden aan de hand van het berekenen van een 
oppervlakte van een gebied af, hoe we een bepaalde integraal veel eenvoudiger 
kunnen berekenen. 


Figuur 6.4 
Gebied onder de 
grafiek van f boven het 


interval [a,b] 





In figuur 6.4 is de grafiek van een continue positieve functie f op [a,b| getekend. We 
gaan weer de oppervlakte van het gebied, ingesloten door de x-as, de grafiek van f 
en de lijnen x = a en x = b bepalen. 

De oppervlakte van het gebied boven het interval [a,b] noemen we O(x), dit is het 
lichtgrijze gebied in figuur 6.4. Dan is O(a) = 0 en O(b) de gevraagde oppervlakte. 
De oppervlakte boven het interval [x‚x + Ax| heet AO(x), dit is het donkergrijze 
gebied in figuur 6.4. Hiervoor geldt: 


AO(x) = O(x + Ax) — Olx) 


Stel m is het minimum van f(x) op [x,x + Ax] en M is het maximum van f(x) op 
x‚x + Ax]. Dan geldt voor het donkergrijze oppervlak AO(x): 


AO(x) 
xX 


<M 


MAS S AOX) & MAZ MES 


Als Ax nadert tot nul, dan volgt uit figuur 6.4 dat zowel m als M tot f(x) naderen. 


Omdat de waarde van en tussen m en M in blijft, moet ook gelden 
… AO(x) … AO(x) 
— >= l — >> r 
y Ax ple BU Ax0 Ax fx) 
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Voorbeeld 10 





Integraalrekening 


We zien: de afgeleide van O(x) is de gegeven functie f(x) en daarmee is O(x) een 
primitieve van f (x). Voor O(x) kunnen we dus schrijven: O(x) = F(x) + C, met F(x) 
een primitieve van f(x) en C een nader te bepalen constante. 

De constante C kunnen we als volgt bepalen: substitutie van x=a in 
O(x) = F(x) + C geeft, samen met O(a) = 0: 


0 = F(a) +C > C= -F(a) 


Voor O(x) geldt dus O(x) = F(x) — F(a). We kunnen nu de gevraagde oppervlakte 
O(b) bepalen: 


b 
Eveneens weten we: O(b) = | f(x)dx. 
Er volgt: i 
b 
fJ f(x)dx = F(b) — F(a), met F'(x) = f(x) (6.10) 
a 
Formule (6.10) staat bekend als de hoofdstelling van de integraalrekening. Op deze 


manier kunnen we bepaalde integralen berekenen. 
De berekening van een bepaalde integraal noteren we als volgt: 


b 
| f(x)dx = [FIE = F(b) — F(a) (6.11) 


Voor F(x) nemen we de ‘eenvoudigste’ primitieve van f(x). Immers, de integratie- 
constante C doet er niet toe, zoals blijkt uit de volgende berekening: 


| f(x) dx = [F(x) + CIË 
= F(b) + C — (F(a) + C) 


= F(b) — F(a) 


De constante C valt dus altijd weg! 


Bereken de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as, de grafiek van 
y= Oe x? + 1 en de lijnen x = —1 en x = 2, zie figuur 6.5. 


Oplossing 


0 = Í (22+ 1) ax 


2 
ER 
3 A 


B Ge 


I| 


c| oo 
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Figuur 6.5 y 
Gebied onder de yaf g) wa” +l 
grafiek van 
f(x) = x? + 1 boven 
het interval [—1, 2] 





Opdracht 
Bereken de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as, de grafiek 
van y = f(x) = x? en de lijnen x = len x = 3. 





6.2.2 Rekenregels voor bepaalde integralen 


We geven nu enkele rekenregels voor bepaalde integralen. 


a 

J f(x) dx = 0 (6.12) 
a 

b b 

f k- f(x)dx = k f f(x) dx, waarbij k een constante factor is (6.13) 
a a 

b b b 

J A(x) + g(x)) dx = J f(x)dx f g(x) dx (6.14) 
a a a 

b C C 

fo) dx + | f(x) dx = | f(x) dx meta < pee (6.15) 
a b a 


Voorbeeld 11 


4 


4 4 4 
| (2 en £) dx = 2 [stan +8 ex hd per 
1 1 


— 


= 8in4 — 21,75 ~ —10,66 a 


We zien dat de uitkomst van een integraal negatief kan zijn. Wordt er echter naar 
een oppervlakte gevraagd, dan kan de uitkomst niet negatief zijn. In hoofdstuk 7 
komen we uitgebreid terug op het berekenen van oppervlakten. 
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Voorbeeld 12 


6.2.3 


290 


Integraalrekening 





2 
Bereken | |x — 1| dx 
0 


Oplossing: 


De absolute waarde |x — 1| is niet direct te integreren. Er geldt: 


Xx —1 voor x > 1 
Xx —1| = 
—(X — 1) voor x < 1 


Voor het integreren van |x — 1| moeten we dus het integratie-interval spitsen (formule 
(6.15): 


2 2 
|x- 11dx = x- 1ldx+ [a — A 
0 1 


l 2 
eren 


|| 

| 
EEEN 
N| — 

| 

| 

o 
KODA 

3R METREN 
En eN 

ND 

| 

No 

| 

| 

| 
SE 
Ee, 

Il 
m 


Riemann-sommen en bepaalde integralen met Maple 


Met Maple kunnen Riemann-sommen worden berekend met behulp van de com- 
mando’s leftsum, rightsum of middlesum. De bijbehorende rechthoekjes kun- 
nen getekend worden met behulp van de commando’s leftbox, rightbox of 
middlebox. Al deze commando's bevinden zich in het pakket student, wat dus 
eerst geladen moet worden. 

Als voorbeeld nemen we de functie f(x) = x? + 9x — 5 op het interval [1,5]. 


> with (student): 
> f :=x->x^2+9* x-5; 
ferar a 
> leftbox (f(x); x=1..5, 10)}7#10 is het aantal (n) deelintervallen; 
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Integraalrekening 





) s#hiermee wordt de linker-Riemann- 


> leftsum(f(x), Xl ws 
som berekend; ( 





> value (5%); 


> eval (%) ; 
117.4400000 


De uitkomst is een benadering van de oppervlakte van het gebied tussen de lijnen 
x= l, x = 5, de x-as en de grafiek van y = f(x). Deze benadering wordt nauw- 
keuriger wanneer we meer deelintervallen kiezen: 


> leftbox (T (rx), R=le.b; 20)? 
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Integraalrekening 


> leftsum(f (x); z=l::5r 20); 
19 . 
1 Į 97 
EA E el DE Mei 
5 (2e (Gia) 
il) 
> value (%5); 3084 
25 


oo 


> evalf (5); 


123.3600000 


Op dezelfde manier kunnen we rechthoekjes tekenen met behulp van de comman- 
do's rightbox en middlebox en Riemann-sommen berekenen met behulp van de 
commando's rightsumen middlesum. We geven een voorbeeld met rigntbox en 
rightsum: 


> righthox (f(x); 8=1..5,; 20) # 





> value (%5); 


3384 


> evalf (5); 
135.3600000 


De exacte waarde van de oppervlakte ligt in dit geval tussen de waarde van leftsum 
en de waarde van rightsum. 

We nemen vervolgens de limiet van leftsum, waarbij we n tot oneindig laten 
naderen. Zoals bekend is de limiet van deze Riemann-som gelijk aan de bepaalde 
integraal 


HOOFDSTUK 6 


6.2.4 


Voorbeeld 13 







Integraalrekening 


> Limit (leftsumifT (xz); zele n) an=infinityj,; 





388 
3 


Dit antwoord komt overeen met de bepaalde integraal f f(x)dx. We zullen dit op 
twee manieren laten zien. Eerst met de formule R f(x)dx = F(5) — F(1), zie ook 
formule (6.10) , en vervolgens rechtstreeks: 


> Tt (E(X), X) =10t (f (3) „HI HCE l 9 
Jx? + 9x- 5dx = 70 tok — x+ 6 


> F:=unapply (rhs (%),x); | 9 
Fixa toe -5x+C 


388 


3 


Rechtstreeks gaat het als volgt: 


= Iot (f (Rm), mls Diit (f (z) „asl « #3) 3 


3 388 
f x? + 9x — 5dx = = 
l 


Is Maple niet in staat een bepaalde integraal te berekenen, dan wordt de integraal 
‘teruggegeven’. Deze kan dan numeriek benaderd worden met behulp van het com- 
mando evalf. Hoe numerieke integratie in zijn werk gaat, wordt in paragraaf 6.7 
behandeld. i 
We laten Maple f e” dx berekenen: 

0 


> Int (EXP (X^3) ;, 0e st) =1nbt (eXp{(X" 3]; x=0,.1) 4 


> evalf (int(exp(x“3), x=0..1)); 
1.341904418 


Bepaalde integralen met de grafische rekenmachine 


Met de grafische rekenmachine kunnen bepaalde integralen worden benaderd; 
analytisch berekenen is niet mogelijk. De grafische rekenmachine is hiermee van 
geringe betekenis voor wat betreft de integraalrekening. 

Met de optie 7 : f f(x)dx uit het CALC-menu kan een bepaalde integraal benaderd 
worden. 


dn 

2 
We berekenen f cosx dx. 

-dn 
Ten eerste wordt ingevoerd y} = cos x vervolgens plotten we de grafiek in het venster 
[—3,3] x |—2,2], zie figuur 6.6a 
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Vervolgens kiezen we de optie 7: f f(x) dx uit het CALC-menu. Het resultaat is figuur 6.6b. 
De ondergrens wordt opgegeven door —7/2 in te tikken en de bovengrens door 7/2 in te 








tikken. 
dr 
De GR geeft vervolgens het antwoord: f cosxdx = 2 
In 
In dit geval is het antwoord exact. BÀ 
kann vi=costH 
a 
Lower Limit? 
b A=Û r=i 
rI=cû5ln ri=cosh 
Later Lirik? UFFF Limit? 
c = nf 2E d ASN 






- 


et 


e SFX =E 


Een bepaalde integraal kan directer en sneller benaderd worden met de optie 
9 : fnint( uit het submenu MATH van het MATH-menu. 


ent AD 
S i 29) 


L 
As 






EnInt(e 


P 
ar 
16. 4526277 






2 2 
We laten de GR f e* dx op deze manier berekenen: 
0 


2 2 
De GR geeft het antwoord: f e* dx = 16,45262777. 
0 
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Opgaven bij 6.2 





dik Gegeven is de functie y = f(x) = 2x — x°. Gis het gebied, dat wordt ingesloten door 
de grafiek van f en de x-as. 
a Benader de oppervlakte van het gebied G door een linker-Riemann-som met 


Ar = L 
4 
b Benader de oppervlakte van het gebied G door een rechter-Riemann-som met 
AF = £ 
4 


Geef op grond van deze benaderingen een schatting van de oppervlakte van G. 
d Bereken de oppervlakte van het gebied G met een bepaald integraal, en vergelijk 
dit met de gevonden schatting bij c. 


O 


EN Stel | foo dx = F, | foo dx = 4en Er dx = B, 
l l l 

















Bereken. 
4 6 
a fg(x)dx d- f8- g(x)dx 
4 1 
1 6 
b ff(x)dx e f(5+f(x))dx 
4 1 
6 6 
è [fdz f f(3-f(x)-— 6- g(x) dx 
4 l 
EH Bereken. 
zn 7 
a f costdt ë fsinxdx 
0 0 
l 
F2 3 w 3 
b Te - x°) dx f | ord 
. a7 1p 
”d dt 
sae E EL 
= l 4 (2+7 
d (vs + 7) dx h ) dy 
ANG iE 
TH Bereken. 
a j > dz d í (Sef — 4') dt 
p x? +9 ò 
3 =. 9 2 3 2 
b f bra dx e f aa 
1 ij x 
l BĲ p 
c J* — x dE E [=y 
J | ) | p/p 
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6.3 


6.3.1 


Voorbeeld 14 


Integraalrekening 





4 5 
g | Pdz h j p= Gidp 


Gegeven is de functie y = f(x) = e”. 

a Bereken de oppervlakte van het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van 
f, de x-as en de lijnen x = 0 en x = 2. 

b Bereken de oppervlakte van het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van 
f, de x-as en de lijnen x = —2 en x = 3. 


Gegeven is de functie s = f(t) = tè. 
Bereken de oppervlakte van het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f, 
de t-as en de lijnen t = len t = 4. 


Illustreer met middlebox en bereken met middlesum een Riemann-som voor de 
functie f(x) = x? + 9x — 5 op het interval [1,5]. 


Gegeven: y = f(X) = 2x + sin(x). 

a Maak een linker-Riemann-som en een rechter-Riemann-som op het inter- 
vall0,m). Gebruik de commando's leftbox en rightbox voor de illustratie. 

b Bereken het oppervlak van het gebied, gelegen tussen de grafiek van f, de lijnen 

= x= Qen x = t en de x-as rechtstreeks met een bepaalde integraal. 

c Maak een Riemann-som op het interval |—r, n]. Controleer het resultaat met een 
bepaalde integraal. Verklaar de uitkomst. 

d Bereken het oppervlak van het gebied, gelegen tussen de grafiek van f(x), de 
lijnen x = —-r en x = n en de x-as rechtstreeks met een bepaalde integraal 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt begrensd door de grafiek van 
y = f(x) = e™ en de lijnen x = —2 en x = 4. 
Integratie door substitutie 
In de paragrafen 6.1 en 6.2 ging het om eenvoudig te bepalen integralen. We be- 
handelen in het vervolg van dit hoofdstuk integralen die niet zo eenvoudig te be- 
palen zijn. Vaak moeten we eerst een geschikte substitutie uitvoeren om op één of 
meer standaardintegralen uit te komen. In deze paragraaf wordt de substitutieme- 
thode behandeld. 
Substitutie en onbepaalde integralen 
We beginnen met een voorbeeld van een integraal die ook zonder substitutie te 
bepalen is. Daarna bepalen we deze integraal met behulp van het uitvoeren van 
een substitutie. 
2 2 
Bepaal [x(x + 4) dx. 


. 2 
Uitwerken van (x =- 4) en vervolgens uitvermenigvuldigen leidt tot: 


297 


EG 4+ 4) dx = x(x +8 16) dx 


(č dB 16x) dx 


a aaa 


Dit uitwerken is in veel gevallen niet mogelijk of zeer veel werk. In die gevallen 
proberen we de integraal te bepalen met behulp het uitvoeren van een geschikte 
substitutie. Bij het uitvoeren van een substitutie wordt de rol van dx in f f(x)dx 
duidelijk. Hierbij is dx de differentiaal van x. 

We bepalen de integraal van voorbeeld 14 nu met behulp van het uitvoeren van een 
substitutie. Bij het uitvoeren van een substitutie maken we gebruik van differentia- 
len: 


p= pa > dr = pe nd 
Dit kan ook als volgt: 


E= glx) sZ- ga) > di = g'(x) dx 


Bepaal f x(x? + 4) dx. 
De integraal proberen we te vereenvoudigen door te stellen t = x? + 4. 
Uit t = xê + 4 volgt dt = d(x? + 4) = 2x dx, zodat x dx = + dt. Dit kunnen we ook 


F ! dt W 
als volgt bekijken: uit t = x? + 4 volgt rn 2x, zodat (na vermenigvuldiging met dx) 


dt = 2x dx en x dx = +4 dt. Er volgt: 


2 2 
EG L 4) dx = l (xd -- 4) xax (substituer xX +4= tenxdx= zee) 


[ear 


Pt (substitueer ES 4) 


We hebben eerst de substitutie voorbereid door het berekenen van differentialen en het 
herkennen van het product x dx in de opgave. Voor dit product hebben we na het 
berekenen van differentialen kunnen schrijven: x dx = 4 dt. 


Opdracht 
Ga door het uitwerken van het antwoord van voorbeeld 15 na dat de 
antwoorden in voorbeeld 14 en 15 gelijk zijn. 


In voorbeeld 15 hebben we het argument x° + 4 van de kwadratische vorm gelijk 
gesteld aan een nieuwe variabele. Op die manier komen we vaak op een substitutie: 
stel het argument van een functie gelijk aan een nieuwe variabele. 
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Voorbeeld 16 








evx 


dx. 
E 





Bepaal | 


Oplossing: di i i 

= — = —— t—= dx = 2dt. 
Stel t = /X, dan U ox zoda nr 
Er volgt: 


VX 
e aeaa 
[Sire fe dx 


=2.e'4+C 
ETL EE 


Voorbeeld 17 Bepaal | V3t + 8dt. 


Oplossing: 
dp 1 
Stel p = 3t + 8, dan en 3, zodat dt = z dP. 








Er volgt: 
! ir 
[varsa /p dp = z | eter 
i AR 2 
2 
=g Bt +8) v3t+8+C m 
Voorbeeld 18 Bepaal [2x sin (x — 6) dx. 
Oplossing: d , 
Stel t = x* + 6. Hieruit volgt o 4x’, zodat x°dx = zit 
Er volgt: 
[2 sin(x -F 6) ip din 2 | sin (x + 6) xodx 
| 
= z [sn dt 
= -Z cos(t) +C 
1 4 
= -z cos(x +6) + C m 
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Voorbeeld 19 





Integraalrekening 


Bepaal Jel — s) dx. 


Oplossing: dt 
Stel t = 1 — 5x°. Hieruit volgt = —15x°, zodat xĉdx = — q5 ft 
Er volgt: 
4 1 
2 MAR Putih ee 
IE (1 5x) dx zl! dt 
15 
m Te 
1 3\5 
Opdracht 
Bepaal 
9 © 
a G a En 10) dx b [x COS (2) dx 
| earctan z r i 5 
C Sr d È (1-4) dx 





We gaan de substitutiemethode nu algemener bekijken. Stel we willen bepalen 
f f(x) dx en de integraal is van de vorm 


[re dx = k | h(g(x))g'(x) de, (6.16) 


waarin k een constante is. De integrand is dan, op een constante factor na, het 
product van twee functies, waarbij de ene de afgeleide is van het argument van de 
andere. Bij het bepalen van integralen van deze vorm moet de kettingregel in omge- 
keerde richting worden toegepast. De integralen in de voorbeelden 15, 16, 17, 18 en 
19 hebben deze vorm. 





Opdracht 
Controleer dat de integralen in de voorbeelden 15, 16, 17, 18 en 19 en in 
de vorige opdracht de vorm van formule (6.16) hebben. 


Is de integraal van de vorm k f h(g(x))g'(x)dx, dan lukt de substitutie altijd als deze 
op de volgende manier wordt uitgevoerd. 
Stel t = g(x), dan is dt = g'(x)dx. Er volgt: 


[ræ dx= k | n(g(x))g' (x) dx 
. e | nco) dt 
= kH(D) +C 
= kH(g(x)) + C 


Hierbij is H'(t) = h(t), zodat £ Hg) = h(g(x))g'(x) (de kettingregel). 
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Voorbeeld 20 


Voorbeeld 21 


Integraalrekening 


Als de integraal niet van de vorm volgens (6.16) is, dan kan toch vaak door een 
geschikte substitutie de integraal bepaald worden, zie voorbeeld 25. 

Als we enige ervaring met integreren hebben, kan het daadwerkelijk uitvoeren van 
de substitutie bij integralen van de vorm k f h(g(x))g'(x) dx achterwege blijven. We 
handelen dan als volgt: 


[rade = k [ngag'o dx 
en k| h(g(x))dg(x) (g'(x) achter het d-teken gebracht) 
= k. H(g(x))+ C 


Hierbij is H weer een primitieve van A. 
De substitutie t = g(x) wordt nu alleen ‘in gedachten’ uitgevoerd. 
Er geldt: 


g (x) dx = dg(x), 


dat wil zeggen: g'(x) voor het d-teken is gelijk aan g(x) achter het d-teken. 
Een vorm achter het d-teken brengen is dus integreren! 


Een factor achter het differentiaalteken brengen speelt een belangrijke rol 


| Opmerking 
‚bij de in paragraaf 6.4 te behandelen methode van partiële integratie. 


i 


We bepalen f sin(5x + 6) dx zonder het daadwerkelijk uitvoeren van de substitutie. 
| sinx + 6) dx = 5 | sne +6) -5dx 
= 5 | sin + 6)(5x +6)’ dx 
E 5 | nx + 6) d(5x + 6) 
= - È cos(5x + 6) + C 


Bedenk dat de afgeleide van 5x + 6 gelijk is aan 5. Vervolgens passen we toe: 


(Bx +6) dx = d(5x +6). z 


Bepaal [a (ex $ 8) dx. 


Oplossing: 
We voeren de substitutie weer niet daadwerkelijk uit: 
4 5 4 
2(Rv3 a 3 Er, 
[sx (ex + 8) ds | (ex + T 18x° dx 


(ex +8) (6x (ex +8) dx 


aao 


al 
H (ex +8) d(6x? +8) 
( 


6x + 8) +C 


— 
oo 
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Voorbeeld 22 


Integraalrekening 







Wanneer de integrand een breuk is waarvan de teller constant is en de noemer een 
niet-ontbindbare kwadratische veelterm, hebben we altijd te maken met primitie- 
ven die een arctan-functie zijn. We geven een voorbeeld: 





Bepaal | -== dx 
p Ve 


Oplossing: 
Kwadraat afsplitsen van de noemer levert op: 
XX + 10 = (x +1) +9 


Omdat de noemer een som is van twee kwadraten is deze niet in reële factoren te 
ontbinden. We kunnen via een substitutie de standaardintegraal 


1 1 E t 
Vere de z arctan 5 + C verkrijgen. 


RE dt 
Stel t = x + 1. Hieruit volgt — = 1, en dx = dt. 








dx 
Er volgt: 
1 1 ; 
Vea dx = l 5 dx (substitueer x +1 = ten dx = dt) 
Xe + 2X +10 (X+ 1) +9 
1 
= dt 
| t +9 
1 t 
= gereten( 3) +C 
= zeretan( -) +C 


Of na gereken met differentialen op een standaardintegraal terechtkomen: 


| 1 1 

S 
Xe + 2x + 10 (X +1) +9 

d(x + 1) 


o 
= zarctan(* 4) +C 





In het bovenstaande voorbeeld werd gebruikt: dx = d(x + 1). In het algemeen 
geldt: 


dg = = d(ax + b), met a en b constanten (a # 0). (6.17) 


Dit is als volgt in te zien: 


Č (ax + b) = a > adx = d(ax + b) > dx = 
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Voorbeeld 23 


Voorbeeld 24 





Integraalrekening 


Bepaal | A dx 
(2x + 3)" +16 


Oplossing: 


ik 1 1 t 
Via een substitutie kan weer de standaardintegraal Ear di = z arctan- +C 


+ a? 
dt 1 
verkregen worden: stel t = 2x + 3, dan FA 2, zodat dx = zot 
Er volgt: 


5 5 1 
lr dj ao gY 
(2x + 3) +16 2 J tt +16 
51 t 
= ga tretan(,) +C 


= z arctan ( 2 5 + 6 


We kunnen de integraal ook bepalen door formule (6.17) te gebruiken, waarbij a = 2 en 
b = 3, zodat dx = } d(2x + 3): 





Ld 
(2x + 3)-+16 2 J (2x + 3)°+16 


51 2x +3 
ee gereten 3 ) +C 


5 2X +3 
= z aretan( 3 ) +C 








| Opdracht 

| Bepaal 

7 l 

f a | =m a a b l = 
l Jz — 6Z + 11 (3x + 4) +14 


Wanneer de integrand een breuk is waarvan de teller de afgeleide is van de noemer 
(eventueel op een constante factor na), hebben we te maken met een primitieve die 
een In-functie is: 








8) ld m 
|E de = rg dE) = lgi) + C 





X 
Bepaal 
P l x? — 10 


Oplossing: 
De teller is op een constante factor na de afgeleide van de noemer. We stellen daarom 


dt 
t = x? — 10. Uit t = x? — 10 volgt -y> = 2x, zodat xdx = 4 dt. Er volgt: 


X Tf: 1 1 
|a” Ied 7 nit +C > Injx 10| + C 
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We kunnen de integraal ook als volgt bepalen: 


en 


x? — 10 2J x2—10 
1 1 1 
ED 
Paar (x ) z" |+ a 
-Opdracht 
| , 2 l 
i Bèpaal | 
Y Ap +4p-5 


Wanneer de integraal niet de vorm k f h(g(x))g'(x) dx heeft, is de substitutie lastiger 
uit te voeren of is er zelfs geen geschikte substitutie mogelijk. 

Wanneer er geen geschikte substitutie bestaat, is de integraal wellicht nog met een 
andere te behandelen integratietechniek te berekenen (zie de paragrafen 6.4 en 6.5). 
Vaak is de onbepaalde integraal dan echter helemaal niet te berekenen. De integra- 
tietechnieken zijn daardoor van beperkte waarde. 

Als de integraal met substitutie te bepalen is, komen we vaak op een geschikte 
substitutie door een minder eenvoudig argument van een functie gelijk te stellen 
aan een nieuwe variabele. Zie het volgende voorbeeld. 


Bepaal | w° V4 + wdw. 


Oplossing: 

Stel het argument 4 + wê van de wortel gelijk aan de variabele t, dat wil zeggen 

t = 4 + wè. Uit t = 4 + w? volgt w? = t — 4 en dt = 2wdw, zodat wdw = tdt. 
We schrijven w° als w2w. Na deze voorbereiding is de integraal te bepalen: 


|v V4 + wdw = [w V4 + ww dw 

(t — 4)vt dt 
(tè -4z )at 

CVI = Snia C 


2 —— 
(4+ w?) Var wi (4+ w?) V4 + wd + G 


2 


1 
5 
1 
5 


-Opdracht 
Bepaal |= dx. 
l j Jv4-x 


i] 
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Substitutie en bepaalde integralen 


Als we een nieuwe integratievariabele bij een bepaalde integraal invoeren, moeten 
we letten op de onder- en bovengrens van de bepaalde integraal. Er zijn twee 
manieren: 


Methode 1 
Eerst bepalen we de onbepaalde integraal en daarna vullen we de grenzen in. 


Methode 2 

Tegelijk met het invoeren van een nieuwe integratievariabele veranderen we de 
integratiegrenzen. Als we de grenzen veranderen, gaan we daarna niet meer terug 
naar de oorspronkelijke integratievariabele. 

Methode 2 is aan te bevelen, omdat dit minder werk teweegbrengt. 

Bij het integreren van de vorm 


k | gg dx 


a 


hoeven we de substitutie niet daadwerkelijk uit te voeren. De grenzen worden in dat 
b 
geval ook niet aangepast. Een bepaalde integraal van de vorm k | h(g(x)g'(x) dx 


a 
kunnen we dus op drie manieren berekenen. 


3 
In de onderstaande drie voorbeelden OER we | x? vV x3 + 9 dx op deze drie 
manieren. i 


3 
Bereken [ev xX? + 9dx. 


0 


Oplossing: 
We bepalen eerst de onbepaalde integraal, daarna de bepaalde integraal (methode 1). 


1 
Stel t = x° + 9, dan dt = 3x? dx en x? dx = — dt. 


3 

Er volgt: 
| x Vx +9 Sax =z | Vidt = gn tl 

2 3 

= 5 (% +9) Ni 
en 
í 2 a 
[eve +9dx = F (< + 9) g (216 -= 27) = 42 

0 


305 


3 


Bereken | xX? V x3 + 9dx. 
0 


Oplossing: 

We berekenen nu de integraal volgens methode 2. 

Stel t = x? + 9, dan is weer x? dx = + dt. Als x varieert van 0 tot 3, dan varieert t van 9 
tot 36. 


Er volgt: 

3 ; 36 5 36 2 

[eve +9dx = zl vidt= il = 5 (216 - 27) = 42 
0 9 


3 
Bereken [ev X3 + 9 dx door gereken met differentialen. 
0 


Oplossing: 
3 3 
peer oan= [VR + +9) ar 
0 0 
3 
=i | Vx + Sal +9) (1) 
Xe 
Bee. 
=F +9) 5-2) 42 


(1) De ondergrens is aangegeven met x = 0, om aan te geven dat x varieert van 0 tot 3 
en niet dat x° + 9 varieert van 0 tot 3. 


2 
Bereken | Bret -l dx. 
s4 


Oplossing: 
De substitutie hoeft niet expliciet te worden uitgevoerd: 


2 2 
/ 
| Brel dx = l el f n 1) dx 


=d RE, 











HOOFDSTUK 6 


Voorbeeld 30 


6.3.3 





Voorbeeld 31 





Integraalrekening 





4 
Bereken [v + 2x dx. 
0 


Oplossing: 


De substitutie moet nu worden uitgevoerd: we berekenen de integraal volgens 


methode 2. 
Stel t = 1 + 2x, dan is dx = 4 dt en x = 4 (t — 1). Als x varieert van 0 tot 4, dan 


varieert t van 1 tot 9. 


Er volgt: 


4 9 
[v E e e E | 


0 


(t—1)vtdt 


4 |5 dn 

1-2 2 Va 2 
-1(; mw- zm) (5 -$) 

298 13 

TA g 


Integratie van goniometrische vormen 


In de elektrotechniek en bij het berekenen van de zogeheten Fourierreeksen komen 
veelvuldig integralen van goniometrische vormen voor. We geven enkele voorbeel- 
den en vervolgens een overzicht van veel gebruikte formules. 


Bepaal | cos? x dx. 


Oplossing: 
Het kwadraat kunnen we wegwerken met de formule 
cos? x = 4 (1 + cos 2x), zodat 


| cos? XX = z0 + cos(2x)) dx 


1 tf 
= ‚| dx + z] cos(2x) dx 
1 


— ‚| dx + z | cos2o d(2x) 


1 E 
Ee zt 7 sin(2x) +C 
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Voorbeeld 32 Bepaal l sin? x dx. 


Oplossing: 


We schrijven sin? 


tasin taste). 


Xx = sin(x) sin 
Er volgt: 

3 ela 2 
[sin X dx = | sin(x) (1 — COS x) dx 


= | sinx) dx — | sin(x) cos? x dx 


l sin(x) dx + l cos? x d(cos x) 


= -cosx + z cost x + C i 
Voorbeeld 33 Bepaal [simon cos(3x) dx 


Oplossing: 
Het product is om te zetten in een som via: 


sin(5x) cos(3x) = 3 {sin(5x + 3x) + sin(5x — 3x) } 
l sin(5x) cos(3x) dx = zl sin(8x) dx + 5 l sin(2x) dx 
Er EES NS 
5 zg | snow d(8x) + ī | sin(2x) d(2x) 
1 1 
TIUN cos(8x) — ri cos(4x) + C u 


Het volgende overzicht kan van pas komen bij het integreren van integralen waar- 
van de integrand een goniometrische vorm heeft. 
1 Vorm integrand: sin” x cos” x (m, n € Z). 
Als m of n oneven is, dan is de integraal te bepalen door een factor van de 
teller af te splitsen en door de formule sin? x + cos? x = 1 te gebruiken. 
Als zowel m als n even zijn en niet negatief (m of n mag 0 zijn), gebruik dan 
de formules: 


l l 
sin? x = 5 (1 — cos(2x)) en/of cos? x = 7 (1 + cos(2x)). 


2 Vorm integrand sin(mx) cos(nx) of cos(mx) cos(nx) of sin(mx) sin(nx). 
Het product is om te zetten in een som via: 


sin( mx) cos(nx) = Z {sin((m + n)x) + sin((m — n)x)} 
cos(mx) cos(nx) = > {cos((m + n)x) + cos((m — n)x)} 


sin( mx) sin(nx) = > {cos((m + n)x) — cos((m — n)x)} 


De integraal is dan te bepalen. 
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Substitutie en Maple 


Maple past substitutie vaak automatisch toe. Een substitutie in Maple is zelf uit te 
voeren met behulp van het commando changevar uit het pakket student. 

Het komt ook voor dat Maple eerst zijn grote rekenkracht gebruikt, en daarna 
integreert. Zie de volgende sessie: 


> with (student): 
> f :=x->x* (x“ 2-5) 6? 
f := x > x(x? — 5) 


= lat íT (g) RI SLA (T CRI 2) +C) 
l 5 TO 625 3125 
2 6 14 12 10 8 6 
sg mn eN: beid EPE cd iii 
EE ) dx 14 * 5% + z * 5 x” + z * 





9375 4 15625 
soaua ET 


2 
5 3 ak 


Maple werkt kennelijk de 6-de macht uit en integreert daarna. 


Het terugdifferentiëren zal niet de integrand opleveren: 


> diff lrhes(s) xs 
x!’ — 30x1! + 375x° — 2500x’+ 9375x° — 18750x° + 15625x 


Met behulp van het commando factor is de integrand wel te verkrijgen: 


> factor (5); 
x(x? —5)° 


Het uitwerken van de 6-de macht kunnen we voorkomen door aan te geven welke 
vorm vervangen moet worden door een nieuwe variabele: 


> integr:=changevar (x“2-5=p, Int (f (x),x), Pp); 


pê 
integr := J5 dP 


> value (integr)+C; Fi 
EN: 
14 

> subs (p=x^2-5, 3); (x2 — 5)7 sÉ 
14 


* QLTI (rX)? 
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Maple kan de substitutie zonder hulp automatisch uitvoeren. We laten Maple 


f x*V10 — x3 dx berekenen: 





> gir sqrt (10-23) £ 


g := xX vV10 - x3 


> Int (4, X) =int (g, £) + 


— x3)3/2) 
AET. dr OC 


Opgaven bij 6.3 


4 Bepaal: 


a | ax +3" de 


nk 
e 
No 
| 
pæ 


) (o? -3v +6)’ dv 


oa 


b | sinx) dx jig sin(1 -- e) dz 


=y 


1 T 
c |- dx i 4 cos(3t) — 5 sin(2t)) dt 
(4x — 1)” J ( (3E) — 0 Ab 
3 dr 
d fetPdp j f sin(x) cos“ xdx 
l 0 


zW/5z2 +7dz 


[var ax k 


—— 





ma nmmr 
at 
ET i ept 
Pei Bepaal: 
8X | 
dd f —— d 
i las 7 kaa : 
2 2 
—5x+3 l X 
8 fe a 8 l 345 
> arctan x 5 
aaas h 
an dx Freres 
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jab) 
— 
W 
N 
Se 
de 
~] 
en 
Se 





(a°) 


a [x 4 +2xdx 


l 


b fxvl+3xdx 





0 
t 
dt 
- aa 





e | d 
J Y2+3x 
4 1 

f f dp 
i L+ yP 


f 


l 3 
| pS- de 
al 


[|--o 


V9 — (3x + 5)? 


3 7 
mn 
> 4x +5 





3 sin yt 
er 


| costar) cos(3t) dt 


In 
f sin(2x) cos(7x) dx 
0 


sin t dt 


l 

pA 

| sin xcos° xdx 
ò 


i 20 
Gegeven de integraal I = 5x4 + 2x2 (3 + 2 dx. 
8 8 


Integraalrekening 





Vereenvoudig 7 met behulp van een geschikte substitutie, en bereken vervolgens 1. 
Controleer de uitkomst door deze te differentiëren. 


Am GIS 


Gegeven I = 


(x — 5x) Vx + 4 dx. 


Vereenvoudig 7 met behulp van een geschikte substitutie, en bereken vervolgens 1. 


l 


57 
Gegeven de integraal f ev°®SP sin p dp. 
0 


Vereenvoudig de integraal met behulp van een geschikte substitutie, en bereken 


vervolgens de integraal. 
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Partiële integratie 


Vele integralen zijn niet met behulp van een substitutie te bepalen. Soms lukt het 
dan met behulp van partiële integratie. 

Voorbeelden van integralen die met partiële integratie berekend kunnen worden 
zijn: 


xe“ dx, |= sin(5x) dx en | x° mrdr. 





De regel luidt 


[reg dx = f(x)g(x) — EDG dx (6.18) 
of in de differentiaalvorm 
| f(x) dg(x) = fg) — | g(x) df (0) (6.19) 


Het toepassen van partiële integratie volgens formule (6.19) is eenvoudiger en ver- 
dient daarom de voorkeur. 
In symbolische vorm luidt de regel van partiële integratie: 


|fas=f-g- [gaf 


De regel is gebaseerd op de productregel van de differentiaalrekening en is als volgt 
te bewijzen. 


Uit (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) volgt 
l (Fogl) + fg (x)} dx = f(x)g(x) + C, ofwel 
[rg dx = f(x)g(x) — [er dx 


De integratieconstante C wordt weggelaten, omdat het bepalen van | g(x) f(x)dx 
ook een integratieconstante oplevert. 


Uit dit bewijs volgt dat partiële integratie in feite het ‘omgekeerde’ is van de pro- 
ductregel van de differentiaalrekening. 


Bij bepaalde integralen wordt de regel van partiële integratie genoteerd als: 
b b 
| rage) = festa | garo (6.20) 


Xz=û X=4 


In deze paragraaf wordt vaak gemanipuleerd met het d-teken. Zowel een vorm 
achter het d-teken brengen (is integreren), als een differentiaal berekenen (is diffe- 
rentiëren) komen voor. 
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Bepaal IE sin x dx. 


Oplossing: 

We kunnen zowel x als sin x achter het d-teken brengen. We proberen beide mogelijk- 
heden uit. 

We brengen eerst de x achter het d-teken en passen vervolgens partiële integratie (p.i.) 
volgens formule (6.19) toe: 


1 
|xsinxdx = [snxa(z 2) (pi met f(x) = sin x en g(x) = 2) 
=gXSNK— |X d(sinx) (d(sinx) = cosxdx) 
lr, 1 {5 
7% sinx— | cos x dx 


De laatste integraal is lastiger te berekenen dan de integraal volgens de opgave, omdat 
de graad van x is verhoogd. De x achter het d-teken brengen, leidt in dit geval dan ook 
niet tot het antwoord. De sinus achter het d-teken brengen leidt wel tot succes: 


|xsinxax 3 ELIG COS xX) 


== |xatcos x) (pi. met f(x) = x en g(x) = cos x) 


- (xcosx = | cos xax) 


—x cosx + sinx + C a 


Bereken jee” dx. 


We kunnen zowel x als e? achter het d-teken brengen. Brengen we de x achter het d- 
teken, dan komen we na het toepassen van partiële integratie op een integraal die 
lastiger te berekenen is, dan de integraal volgens de opgave. Ga dit na! 

Om eX achter het d-teken te kunnen brengen, bepalen we eerst f e% dx: 


je” diss ze” d3% = pet + C, zodat 
1 1 

SAGE KORNE TaI as 3x 

e ix = d(ze ) zd(e ) 


Er volgt: 


| xe” dx = 


| EE (e) 


1 3x 
— — d 
e zle X 


Integraalrekening 
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Opdracht 
| Bereken | xcos(2x) dx. 


‚__Beredeneer eerst welke vorm achter het d-teken gebracht moet worden. 


Opdracht 
Bereken | x° In(x) dx. 


In dit geval kan alleen de factor x° achter het d-teken gebracht worden. 


e 
Bereken | In x dx. 
1 


Oplossing: 
We voeren direct partiële integratie uit volgens formule (6.20), waarbij f(x) = In x en 
g(x) = xX: 


e e 
|inxdx = |x In xs — |xaano 
1 1 


f 1 
= ene- in1- [xd 
X 
1 


Om te kiezen welke vorm achter het d-teken moet worden gebracht, kan het vol- 
gende overzicht dienen. 


Regels voor partiële integratie 


l 


Bij een product of quotiënt van een machtsfunctie x” en een logaritmische 
functie of een inverse goniometrische functie (arcsin, arccos of arctan) moet de 
machtsfunctie achter het d-teken gebracht worden. Dit is vaak ook de enige 
mogelijkheid. 

Bij integralen van de vorm: 

Ta" sin(ax) dx, f x” cos(ax) dx of | "edx 

moet de goniometrische respectievelijk de exponentiële vorm achter het d-teken 
gebracht worden. Brengen we de machtsfunctie achter het d-teken dan wordt de 
graad verhoogd, zodat we uiteindelijk op een nog lastiger te bepalen integraal 
uitkomen. 


Het komt ook voor dat de regel van partiële integratie herhaald moet worden toe- 


gepast. 
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1 
Bereken | x?e** dx. 


0 
Oplossing: 
1 1 
l Xie dx = e | x? d (e*) 
0 0 
1 
=q eela" (e) 


Deze laatste integraal is eenvoudiger dan de integraal volgens de opgave. We passen 
nog een keer partiële integratie toe: 


1 


[tenax — xe% dx 


oo 


il 4 1 1 4x]! 

Ta ank i 

E E E Be 

= — — — —— SE] = WE NAE 

ia E ) 32° 32 z 


Partiële integratie met Maple 

Voor partiële integratie met Maple is het commando intparts uit het pakket 
student beschikbaar. Net als bij substitutie voert Maple automatisch de partiële 
integratie uit: 


> with (student): 
= Int (De La (2) 3) eant (9e lnt) x) tE 


Het daadwerkelijk laten zien van de partiële integratie is in Maple mogelijk. We 
moeten de factor opgeven van de integrand, die gedifferentieerd moet worden: 


> LWE (ED LEAR) A) =1L1Atpártg (ITE (25e IA) „B, 10 EE) PE 


HOOFDSTUK 6 


Integraalrekening 


> value (rhs (5%) )+C; 


Voor bepaalde integralen gaat het als volgt: 


> Int (z7 sin(x); x0 


> valuef(rhs(%)); 


Opgaven bij 6.4 
Bereken: 

a G In(x) dx 
b | cos(x) dx 
c ja In(z) dz 


d | (4x — 5) sin(x) dx 


Bereken: 


3 
b [sedye 
0 


c | (3t + 5je“tdt 


d [2trar 


Bereken f sin(In(x)) dx door eerst een geschikte substitutie uit te voeren. Laat alle 


tussenstappen zien. 


| 


x sin(x) dx 


TT — 


„Pi)=intparts(Int(x*sin(x),x=0. 


n 
| — cos(x) dx 
0 


| 8 arctan p dp 
5 

f In(v — 1) dv 
2 

| 5xe* dx 

dn 


f xsin(4x) dx 






FASB) A 
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Gegeven Ín = |e dx, met n een geheel getal en n > 0. 


a Vind het verband tussen Jn en Lj. 
b Bereken 4 met behulp van dit verband. 


2 
Bereken f x?49*+7 dx. Laat alle tussenstappen zien. 
0 


Integratie door middel van breuksplitsing 








en optellen, dan krijgen we: 


3 

x— 1 x-2 

3 : 3 _ XA) +23 = I) 

xl x-2 (x — 1)(x — 2) 
B 5x — B 
"P-A 


Als we de breuken 








5x — 8 
Nu is het eenvoudig om | e r berekenen, door de optelling van de 


(x —1)(x—2) 


breuken ‘om te draaien’: 


5x —8 E 3 2 


(x — l)(x — 2) z-i y2 








Dit heet breuksplitsen: de omgekeerde bewerking van breuken optellen. Voor de 
integraal volgt dan: 


It — 8 3 2 
leent lett | 





= 3Injx — 1| + 2ln|x — 2| + C 


Als de integrand een breuk is, waarbij zowel de teller als de noemer veeltermen zijn, 
dan moet de integraal vaak bepaald worden door middel van breuksplitsing. We 
geven een voorbeeld: 


2 
Bepaal l= dx. 


Oplossing: 
De noemer is te ontbinden als x? — 1 = (x + 1)(x — 1). We schrijven de integrand nu als 
2 A B 


ENa e sr. 


ee, 
met Aen Bte bepalen constanten. (Het is te bewijzen dat Aen B eenduidig te bepalen 
zijn.) Voor het bepalen van Aen B worden beide leden van (6.21) vermenigvuldigd met de 
noemer (x + 1)(x — 1): 

A(x + 1)(x — 1) 5 B(x + 1)(x — 1) 


2 = 
X +1 X — | 


, zodat 


2 = Ax —1) + B(X +1) (6.22) 
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De onbekenden Aen B zijn in het algemeen op twee verschillende manieren te bepalen. 
a Kies evenveel (handige) waarden van x als dat er onbekenden zijn, substitueer deze 
in (6.22) en los de onbekenden op uit de zo ontstane vergelijkingen. 
Kes h2= Bel 
Kies x = —1: 2 = -2A4 >= A = -1 
b Vergelijk coëfficiënten van overeenkomstige machten van x in (6.22) en los de on- 
bekenden op uit het zo ontstane stelsel vergelijkingen. 
Coëfficiënt van x': 0 = A + B 
Coëfficiënt van x? (dit is de constante term): 2 = —A + B 
We vinden weer A = —1 en B = 1. 
Vervolgens bepalen we de integraal: 


[efje] ! 
xX] poah X + 


Sinki — Injx +1 + C 





We gaan nu breuksplitsing in het algemeen bekijken. 
Uitgangspunt is dat de integrand een deling is van veeltermen, waarbij de graad van 
de teller kleiner is dan de graad van de noemer. 
We beperken ons tot de volgende twee gevallen. 
l De noemer bevat éénmaal de lineaire factor ax + b. In de breuksplitsing komt 
dan 
A 
ax + b 


2 De noemer bevat de n-de macht (n € N en n > 1) van de lineaire factor ax + b 
voor. De breuksplitsing bestaat dan uit 
A A A 
naren 
ax+b (ax+b) (ax + b) 





De totale breuksplitsing is de som van de door deze regels verkregen afzonder- 
lijke breuken. 
De overige gevallen laten we aan Maple over. 


Bepaal | A 
F XKR 
Oplossing: 
De noemer is te ontbinden als x? + x? — 2x = x(x — 1)(x + 2). 
2x +2 A B C wii 
i idt tot: ————=— s = — + ——— + ——, hieruit volgt: 
Breuksplitsen leidt to ED aje n 3 aa ieruit volg 


2x +2 = A(x — 1)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(x — 1) 


De onbekenden bepalen we door handige waarden van x te kiezen: 
Kos X adl EaD a B=4 

Kies x = —2 -2 = 6C > C = -4 

Kis x = 0 =S Alm 
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Er volgt: 
2x +2 1 4 1 1 1 
E nE A A e en 
Po [iati i TET ii 


4 1 
= — Ín/x/ + 5 Injx — 1| =z in|x + 2] +6 


3 
Voorbeeld 40 Hede 12 
Bepaal EEE dx. 


; (x — 1)?(x + 2) 


Oplossing: 


R] B C 
Breuksplitsen leidt tot: ee 


(x — 1Ê(x +2) PE 
Hieruit volgt: x? — x +12 = A(x +2) + B(x — 1)(x +2) + C(x — 1). 
De onbekenden bepalen we door eerst twee handige waarden van x te kiezen ( meer 
handige waarden zijn er hier niet) en vervolgens coëfficiënten van een overeenkomstige 
macht van x te vergelijken. 
Kies x= 1:12 =3A>A=4 
Kies 18 == IL GEZ 
Coëfficiënt van x2: 1 = B + C > B = 1. 














Er volgt: 
3 3 3 
en 
| sien d =4| zix- | ax+2] dx 
(x — 1) (Xx +2) (x — 1) 1 2 
2 2 2 
3 3 3 
i RN h AAE zi 
ao 1) “d(x—1) l Ee Deal t+ 
2 2 2 
1 13 
a A —|In|x — 1|]3+2fIn|x + 215 
X= ia 
s al; -= r) — (In(2) — In(1)) + 2(ln(5) — In(4)) 
= 2 — In(2) + 2In(5) — 2In(4) = 2 — 5In(2) + 2In(5) ra 
-Opdracht 
! x+2 
B B al hess 
i “pa Po rS 





In het volgende voorbeeld is de noemer van de integrand een kwadratische vorm, 
die niet te ontbinden is in factoren. Om de integraal te bepalen kunnen we niet 
breuksplitsen toepassen, toch is de integraal te berekenen. 








Bepaal | a 
xX? AX +5 


Oplossing: 

De vorm x? + 4x + 5 is niet in reële factoren te ontbinden, zodat we niet de regels van 
de breuksplitsing kunnen toepassen. Om de integraal te bepalen moeten we de integraal 
schrijven als een som van twee integralen, die wel te berekenen zijn. Hierbij moet 
uiteraard de noemer van elke integrand gelijk zijn. Deze integralen die wel te berekenen 
zijn luiden: 





2X +4 1 
dx en dx 
xX? +4x+5 J xX +4x+5 
Van de eerste integraal is de primitieve een In-functie en van de tweede is de primitieve 


een arctan-functie. 
Er volgt: 








| X | 2x +4 | 1 
——— dx = X + dx 
xX? +4x+5 Jx +4x+5 x2? +4x+5 
De constanten A en B kunnen we bepalen door de tellers van de integranden links en 
rechts te vergelijken. Hieruit volgt: 
= A(2x +4) +B 
Coëfficiënt van x: 1 = 2A > A=4. 
Kies = 00 =44A+ B B= 2 
Er volgt: 





ANA 4 1 
en dx 2] dx 
a ix +AxH5 J X+ 4x45 
1 


2 | 
en lxb) —2 d(x + 2 
Vrt y ) rar | ) 


Er 
I 
ae 





In n(o + 4x +5) — 2arctan(x +2) + C 


Breuksplitsen en Maple 


— 41 
We bepalen met Maple 


! ne 8x 





w Tati dm Alj/ la” ERE aB 2) el mint (x-4) f (a 3+2 RBE) a) H+ 
13 
= — ln(x) — gm +4) — zn = 8) +G 


Maple berekent de integraal zonder het resultaat van de breuksplitsing te laten 
zien. 


Maple maakt de fout door de absolute waarde bij de In in het antwoord 
weg te laten. 


Als we het resultaat van de breuksplitsing willen zien, en daarna willen integreren, 
dan moet de benodigde breuksplitsing expliciet worden uitgevoerd. Breuksplitsen 
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in Maple kan met behulp van het commando convert samen met parfrac expli- 
ciet worden uitgevoerd. 


> fy (al) / (x* 32 ZEE KE) 7 


x— 41 
f :=x—> 


XS 42 — Bx 


> Convert (E(X) parira; X)? 


4&2) 8x B(x+4) 


* Iot (f (8);2)=10t (ERI FCE 


x— 4l 41 15 13 
s” = z PU) E gn + 4) =s zn — 2) + C 


Dit is handmatig ook nog wel te doen. Het bepalen van bijvoorbeeld 


2 

A == ; ; 

| 53 dx is handmatig echter te veel werk. 
and mek. 


> fi=(x“2-2)/ (x“B-x“ 443); 


f= xe =2 
| xt E 
> Int(Erx)=int (Ex) tE 
2 
Xx —2 11 Í 
——— dx = — ln(x) + — 
Eer: 32 CEPT 


11 


19 
ptn = X +4) +15 arctan 


480 


Eerst de breuksplitsing laten uitvoeren: 
> convert (f parfrac;x); 
l 11 l —llx + 15 
KT ETET 
8x 92% 2% 32(x4 — x + 4) 
> Int (ftx) =int (3,8) +C} 
nd =de er tj 
x9’ — xt + 4x’ 32 RT 64 l ia ia 


19 (2x — I)V15 l 
480 Vv 15 arctan (= T) de Er +C 


| x2 -2 11 1 11 








Opgaven bij 6.5 


Bereken 
Į 9 4 
|r” e [Za 
x2 — 16 pP +2p? +p 
x l t 
b |- & f |[— dt 
y =A= b o (E =2F 
3x— 4 V 
—— dx E GK TE Tik 
les 8 bem y á 
2 2 PBS 
d la ds e [2 
2—9 > (t+2)(t— 1) 
Bereken 
5 x? > Jed 
a lan x e jn 
5 (x^ — Zed IJK +2) g s Bat 1 
x—3 
b f |—— dx 
lee 52e Vere i 
3t+9 t +240 
dt — n d: 
lii s j Bra 7 
6x 
p n j 
Fa Tak © J x4 — 8x +18 
2 
—4 10 
Gegeven de integraal EEEE A AA dx. 
J (x2 — 3x — 10) (x2 + 8x + 25) 


Pas breuksplitsing toe en bereken vervolgens de integraal. 


cos(3x) 


Gegeven I = Vee er 
sin“(3x) + 8sin(3x) + 12 


Geef aan met welke integratietechnieken deze integraal berekend moet worden. 
Bereken deze integraal met vermelding van de tussenresultaten. 


Oneigenlijke integralen 


b 
Tot nu toe hebben we berekend f f(x) dx, waarbij f continu is op het begrensde 
a 


interval [a,b). In deze paragraaf bekijken we oneigenlijke integralen. Dit zijn inte- 
gralen, waarvan het integratie-interval niet begrensd is en/of de integrand heeft een 
verticale asymptoot op het integratie-interval. 


De noodzaak van het apart behandelen van oneigenlijke integralen blijkt uit het 
volgende voorbeeld. 
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Voorbeeld 42 


Figuur 6.7 
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Integraalrekenang 












hid 
Bereken G p A 
J e 


Oplossing: 


; 1 ; 
De integrand f(x) = — heeft de verticale asymptoot x = 0. Als we ons niets aantrek- 
X 


ken van deze verticale asymptoot krijgen we 


| or dx en il - —1 — (+1) = —2 


Dit negatieve antwoord kan niet goed zijn, omdat het grijze gebied van figuur 6.7 boven 
de x-as ligt en daarom kan de uitkomst van de integraal niet negatief zijn. 

Hoe we deze integraal dan wel moeten berekenen wordt in deze paragraaf duidelijk 
gemaakt. É] 





Niet begrensd integratie-interval 
We onderscheiden 3 gevallen: 
l Niet begrensde bovengrens 


De integraal f f(x)dx moet berekend worden volgens 
a 
t 


| fœ dx = Jim [foo de (6.23 


a 


2 Niet begrensde ondergrens 


b 
De integraal | f(x)dx moet berekend worden volgens 








323 


3 Niet begrensde ondergrens en bovengrens 


De integraal f f(x)dx moet berekend worden volgens 


oo C t 
| fix) dt = dm FA) dx 4 lim [r dx (6.25) 


met c een willekeurig gekozen getal, bijvoorbeeld 0. 


Bij 1 en 2: als de limiet bestaat, dan convergeert de oneigenlijke integraal naar de 
limietwaarde, terwijl de oneigenlijke integraal divergeert als de limiet niet bestaat. 
Bij 3: als de limieten bestaan, dan convergeert de oneigenlijke integraal naar de som 
van limietwaarden, terwijl de oneigenlijke integraal divergeert als een limiet niet 
bestaat. 


bë 
Bereken, indien mogelijk, | e * dx. 
0 


Oplossing: 


L—oo L—=oo L—o0 


oo t 
| e * dx = lim je dx = lim [e= lim (-et +1) =0+1=1 
0 


De integraal convergeert naar 1. 











0 1 
Bereken, indien mogelijk, f dx. 
Fn a Vl =X 

Oplossing: 

0 0 0 1 

dx = -iim | dx= lim [0-0 2a- x) 
l 1 —X TE d Vi=xX S—>—00 
=00 


S 
= lim [-2v1 x| = im (-2+2vV1= s) = œ 
Sam OR Q Sen OO 


De limiet bestaat niet, zodat de integraal divergeert. 


Opdracht 


Bereken, indien mogelijk, | — — dx. 
Ks Ll == ® 
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Voorbeeld 45 Bereken, indien mogelijk, f ad 
nn TE 


Oplossing: 





0 t 


® ©) 
1 1 1 
dx= lim dx lim dx 
| 1 + Xx? im Jp + im (re 











S 


. Or t 
m: [arctan x]; + „im [arctan x]o 


lim (arctan 0 — arctan s)+ lim (arctan t — arctan 0) 
rpe de® ©, t— oo 


1 1 
=0- (-je) tgeen 


De integraal convergeert naar n. Li 


De integrand heeft een discontinuiteit op het integratie-interval 
We onderscheiden 4 gevallen: 
l De integrand heeft een verticale asymptoot in de bovengrens. 


b 
De integraal f f(x)dx moet berekend worden volgens 
a 


q 


b 
[foo dx = tim [fo ax (6.26 
A qÎîb A 


2 De integrand heeft een verticale asymptoot in de ondergrens. 


b 
De integraal f f(x)dx moet berekend worden volgens 
a 


b 
[ro dx = lim [ro dx (6.27 


3 De integrand heeft een verticale asymptoot in de ondergrens en de bovengrens. 


b 
De integraal | f(x)dx moet berekend worden volgens 
a 
b q 
[re dx = lim [re dx + lim [ro dx (6.28 
a « 
a 


met c een willekeurig gekozen getal tussen a en b. 


4 De integrand heeft een verticale asymptoot in x = d, waarbij a < d < b. 


b 
De integraal f f(x)dx moet berekend worden volgens 
a 





RET Ee, Le Ro LE | 

an Fo A fa RR ar f 

__HONOFDSTIJK GG | tanraalreakening 

h UU oIUYUnNn U edt AG HI 

| vere LAD PN ne a ~ 

ie E. k : E.. = 2 ia e = z -o - 


b p b 
[ro d = iin jro dx + im fræ dx (6.29) 


Bij 1 en 2: als de limiet bestaat, dan convergeert de oneigenlijke integraal naar de 
limietwaarde, terwijl de oneigenlijke integraal divergeert als de limiet niet bestaat. 
Bij 3 en 4: als de limieten bestaan, dan convergeert de oneigenlijke integraal naar de 
som van limietwaarden, terwijl de oneigenlijke integraal divergeert als een limiet 
niet bestaat. 


Onderzoek de integraal ee 


a 
Oplossing 
Ee = im | -dx = = lim [2x] „= $ limf 22 = 2 


p0 p0 
p 


De integraal convergeert naar 2. 


Opdracht 





1 
Onderzoek de integraal f j : 
pi~ 


Voorbeeld 47 Onderzoek de integraal | ——— dx. 
<1 Vl — x? 
Oplossing: 
1 0 q 
l dx lim == dx + in |- 
Vl -= x? pii V1- x? Aira 
n 


„im [arcsin x + limfarcsi xig 


= n (arcsin 0 — arcsin p) + lim(arcsin qg — arcsin 0) 
pir gi 


1 1 
=0- (-}7)+37-0=n 


De integraal convergeert naar n. 


Opdracht 


41 
Laat zien dat de integraal f -Z dx divergeert. (Dit is de integraal die aan 


het begin van deze paragraaf als illustratie van de problematiek gegeven 
is.) 
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Integraalrekening 





Oneigenlijke integralen en Maple 
Met Maple kunnen oneigenlijke integralen berekend worden, waarbij Maple auto- 
matisch de benodigde limieten neemt. 


ae. 
We bereken f -z7 dx met Maple: 
it 4 


> Int CIF 2e. ISI" 2 eel) f 
l 


== d = 00 
sf x? 


We laten Maple f — — dx berekenen: 
0 Mt 


> TRE (L/ (1482), &=0. Annik) etat{(1/ (lAR A) , Hel. „ LAELALEN) 2 


Od T 
—— dx = — 
LTT? 2 


We kunnen Maple ook expliciet de limiet laten nemen: 
> Int (17 (1+8^2) , 80. infinity) Limit (Tat (1/ (142^2) ,ž0. +p); 
b=infinity) ; 


l 
—— dr = lim Es dx 
l + x2 b—oo l + x? 

> value (rhs (%)); 


T 
2 


Opgaven bij 6.6 


Ga na of de oneigenlijke integraal convergeert in de onderdelen a tot en met l en 
bereken in geval van convergentie de limietwaarde. 














oo 1 2 
a — dx -z dx 
| Va EN, 
b f&a h Pd d 
a 17” 
0 0 ] 
6 J| Fdz Ed ymy 
—00 5 in x 
i l 
d f te" dt j fJvlnvdv 
n 0 
4 1 l 
p 
e dt k d 
Fer d 1 — p? j 
4 2 
E J l dt | f - dz 
0 dn À al-z? 


vannners 
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e 
Onderzoek voor welke p de integraal f xP In(x)dx convergeert. Teken ook ter 
0 


illustratie een grafiek van f(x) = x? In(x) voor verschillende waarden van p. 


Onderzoek voor welke p de integraal | f xP In(x)dx convergeert. Teken ook ter 
e 


illustratie een grafiek van f(x) = xP” ln(x) voor verschillende waarden van p. 


OO 
Onderzoek voor welke p de integraal f x?ln(x)dx convergeert. Teken ook ter 
0 


illustratie een grafiek van f(x) = xP” ln(x) voor verschillende waarden van p. 


31 
Onderzoek de convergentie van de integraal | F] dx voor verschillende positieve 
a X 
0 
waarden van p. Neem hiervoor enkele waarden tussen 0 en 1, neem de waarde 1 en 


enkele waarden groter dan 1. Teken steeds een grafiek ter illustratie. Voor welke 


l 1 
waarden van p convergeert = dx? 

A A 

0 


ee 

Onderzoek de convergentie van de integraal | xe?* dx voor verschillende waarden 
0 

van p. Teken grafieken ter illustratie. Voor welke waarden van p convergeert 


oo 
f xe?“ dx? 
0 


Numerieke integratie 


b 
De bepaalde integraal f f(x) dx is te berekenen als een primitieve van f gevonden 
a 


kan worden. Vaak is deze primitieve niet te vinden en is de integraal dus niet te 
berekenen. Van bijvoorbeeld de functie f(x) = sin(x?) bestaat geen primitieve. Wel 
kunnen we de integraal benaderen door middel van een numerieke benaderings- 
methode. We spreken dan van numerieke integratie. Er worden twee methoden 
besproken: de trapeziumregel en de regel van Simpson. 


De trapeziumregel 


b 
We willen van een continue en positieve functie f de integraal I = f f(x) dx bere- 
kenen. In figuur 6.8 is de grafiek van f getekend. e 
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Figuur 6.8 
Gebied onder de 
grafiek van f 


Figuur 6.9 
Oppervlak onder de 
grafiek van f benaderd 


door een trapezium 
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F 





De oppervlakte van de figuur ingesloten door de x-as, de lijnen x = aen x = bende 
grafiek van f is gelijk aan de integraal I. We kunnen 7 dus benaderen door deze 
oppervlakte te benaderen. Een eenvoudige benadering wordt als volgt verkregen. 
Door de twee punten (a,f (a)) en (b‚f (b)) trekken we een rechte lijn pı (x), zie figuur 
6.9. Noem xp = a, b = xj en de deelintervallengte h = b — a. De punten xp en xj 
heten de basispunten. 


b 
Als benadering van I = f f(x)dx nemen we de oppervlakte van het zo ontstane 
a 


trapezium. Deze benadering wordt genoteerd als T}. De index 1 geeft aan dat het 
interval [a,b] verdeeld is in 1 deelinterval. 
We vinden met behulp van figuur 6.9 voor het oppervlak van het trapezium. 


f= Í pi (x) dx = 5 hff (xo) + fa) (6.30 


Dit staat bekend als de trapeziumregel. 


Pi 


O a b xX 


Opdracht 
Leid de trapeziumregel af met behulp van figuur 6.9. 


Deze regel geldt ook wanneer de integrand f(x) niet op het gehele integratie-interval 
positief is. 
In het volgende voorbeeld benaderen we een integraal die te berekenen is met de 
trapeziumregel: we kunnen dan de benaderde waarde vergelijken met de exacte 
uitkomst. 
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Voorbeeld 48 


Figuur 6.10 
Trapeziumregel her- 


haald toegepast 


Integraalrekening 


1 
Gevraagd de benadering van j- dx met behulp van de trapeziumregel. 


Oplossing: 


We hebben: xj = Fa = 2, h= len f(x) = > Er volgt: 


h = hf) + f(x) = ; (i + 5) = 0,625 


2 1 
Dit vergelijken we met de exacte uitkomst: Es di 
1 X 


De gemaakte fout: 0,125 E 





Een nauwkeuriger resultaat wordt verkregen door het interval (a,b) te verdelen in n 





deelintervallen, elk met lengte h = Jin = zie figuur 6.10. Op elk deelinterval passen 


we de trapeziumregel toe. 


À l (x0) 
l r 
Aai a Ai 
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Voorbeeld 49 





Integraalrekening 


De benadering wordt genoteerd als Tn. Hierbij geeft de index n het aantal deel- 
intervallen op [a,b] aan. Tn wordt verkregen door de benaderingen op de deelinter- 
vallen op te tellen: 

l 


In = 7 h{f(xo) + 2f(x1) + 2f(%2) +... + 2f(xn-1) + f(Xn)} (6.31) 


” -a 
waarbij h = Jo = a en ir = Kg + Ke hVOOT k = l, 2, IL 





We noemen dit de samengestelde trapeziumregel met n deelintervallen. 


a] 
Gevraagd de benadering van Fe dx met behulp van de samengestelde trapeziumregel, 
1 X 


waarbij het interval [1,2] in 5 deelintervallen wordt verdeeld. 


Oplossing: À 


l 2 — . 
Deelintervallengte h = EE . Tabel van functiewaarden: 


5 





We vinden: 


lg > hf) + 2f(x1) + 2f(x2) + 2F(x3) + 2f(x4) + f(X6) } 


! (42 Era H tata) 


0 36 49 64 81 4 
— 0,5057831 
Vergelijken we dit met de exacte uitkomst, dan is de gemaakte fout: 0,0057831. A 


Schatting van de fout 
Als de integraal niet exact te berekenen is, dan kunnen we de gemaakte fout in de 
benadering niet bepalen. Wel is aan te tonen dat het volgende geldt: 


b 
[re dx = In + Er, 
a 


3 
(9 — a) ax f {a (6.32 


== g 
waarbij |Er| < 
j |Er| < 12n? a<x<b 


Deze schatting van de fout kan worden gebruikt om de maximale fout in absolute 
waarde in de benadering te berekenen, of om te bepalen hoeveel deelintervallen 
gekozen moeten worden om aan een bepaalde nauwkeurigheid te voldoen. 
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A 
We berekenen de maximale fout in absolute waarde, als we / = | — dx benaderen met 
| X 


de trapeziumregel toegepast op 5 deelintervallen, zie voorbeeld 49. 


, Ck j 
= E < i 
I = Ts + Ey, waarbij To = 0,5057831 en |Er| < ENT max |f (x)| 
i 1 
De tweede afgeleide van f(x) = —: f” (x) = Es 
X X 
Het maximum van |f”(x)| op het interval [1,2] wordt bereikt voor x = 1 (ga dit na!), zodat 


II re 
ae en 


Rh e 


S= 

Er volgt: |Er| < 17 50 
De werkelijk gemaakte fout is 0,0057831 (zie voorbeeld 49) en dit is inderdaad kleiner dan 
de maximale fout. 


Opmerking 

Het maximum van |f” (x)| hoeft niet altijd in een randpunt op te treden. 
In het algemeen kan het maximum optreden op de rand of in een punt 
van het integratie-interval. Dit punt kan worden gevonden met behulp 
van een tekenverloop van de afgeleide van de functie, waarvan het maxi- 
mum moet worden bepaald. Het gevraagde maximum in absolute waar- 
de kan vervolgens worden bepaald door het vergelijken van de waarden 
op de rand en de waarde in het berekende punt op het integratie-interval. 
Is het maximum lastig met de hand te bepalen, dan kan het gevraagde 
maximum ook met de GR benaderd worden. 


d 
Hoeveel deelintervallen moeten we minimaal nemen om / = | — dx in vier decimalen 
, i 3X 
nauwkeurig te benaderen met de trapeziumregel? l 


Oplossing: 
Er moet gelden: de absolute waarde van de gemaakte fout moet kleiner zijn dan . Dit is 
zoals: 

1)” 


(Aa 1 
Erben f < 
me pm ar o 


Er volgt, met max |f” (x)| = 6: 
1<x<2 


_q\9 
Eeten 10% = 100 


Het aantal deelintervallen moeten we minimaal n = 101 nemen om er zeker van te zijn 
dat / in vier decimalen nauwkeurig benaderd wordt. | 
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6.7.2 


Figuur 6.11 
Gebied onder de 
grafiek van f 


Figuur 6.12 

Gebied onder de 
grafiek van f‚ bena- 
derd door het opper- 
vlak onder de parabool 
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Een veel gemaakte fout is dat de gewenste nauwkeurigheid verward 
wordt met de werkelijk gemaakte fout Er. 
We krijgen dan in het bovenstaande voorbeeld de onzinnige ongelijkheid: 


l, wg tg 2-1 max |f(x)|, zodat n < 100 
2 T 12. n? I<x<2 ji 





De regel van Simpson 


b 
We willen weer van een continue en positieve functie f de integraal I = f f(x) dx 
a 


berekenen. We benaderen / weer door de oppervlakte onder de grafiek van f boven 
het interval [a,b], zie figuur 6.11, te benaderen. We nemen nu drie basispunten: 





a 
Xg M= en % = p. 


Voor de deelintervallengte h geldt h = Ee Door de punten (xo,f (xo)), (x1,f (x1)) 


en (X%,f (x7)) gaat precies één parabool p(x), zie figuur 6.12. 

Als benadering voor I wordt nu genomen de oppervlakte onder de parabool boven 
het interval [a,b]. De benadering noteren we als S2. We kunnen afleiden (zie 
opgave 7): 


We Í pa(x) dx = 5 hf (xo) + 4f (21) + f(22)) (6.33) 


Deze formule staat bekend als de regel van Simpson. 


ri 





P2 
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Voorbeeld 52 





Voorbeeld 53 


Integraalrekening 


2 
Gevraagd de benadering van o dx met behulp van de regel van Simpson. 
1 


Oplossing: , 3 i 
W = —, X) = E S Aan 
e hebben: h = z X 1, % z % 2 en f(x) z Er volgt 


1 
S2 = z hf) + Af) + F0) 
1 de 
=7 ( LA.: 5 ne z) = 0,50462963 


1 i 
Dit vergelijken we weer met de exacte uitkomst: | DD dn 7 zodat de gemaakte fout is: 


0,00462963. w 


Een nauwkeuriger resultaat wordt verkregen door het interval [a,b] te verdelen in n 


b — 
deelintervallen, waarbij n even is, elk met lengte h = en Op elk tweetal deel- 


interval [xj_»,Xj), waarbij k = 2,4,...,n passen we de regel toe. 


De benadering wordt genoteerd als Sn. Hierbij geeft de index n weer het aantal 
deelintervallen op [a,b] aan. Sn wordt verkregen door de benaderingen op de deel- 
intervallen op te tellen: 















h{f (Xx) + Af (x3) + f (x4)} 







3 h{f(xn-4) + Af (xn-3) + f (Xn-2)} 






l | 
3 h{f(xn-2) + 4f (xn-1) + f(xn)} 


Sn = 5 Mf(%o) + 4f (x1) + 2f (x2) + Af (x3) +…+ 2f (Xn-2) + Af (Xn-1) + f(Xn)} 
(6.34) 


EH = BEH =d ke hvoork= 1,2, 





waarbij h = 


We noemen dit de samengestelde regel van Simpson met n deelintervallen. 


2 
Gevraagd de benadering van f dx met behulp van de samengestelde regel van 
1 X 


Simpson, waarbij het interval [1,2] in 4 deelintervallen wordt verdeeld. 


Oplossing 





b—a 
Deelintervallengte h = . Tabel van functiewaarden: 
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We vinden: 


Sa = 5 hF) + AFC) + 200) + AFC) + fa) 


1 16 4 16 
plet T) 


= 0,500417612 


Vergelijken we dit met de exacte uitkomst, dan is de gemaakte fout: 0,000417612. Vi 


l Opdracht 


A 

i X j 

| Benader fe“ dx met behulp van de samengestelde regel van Simpson, 
[| 2 


waarbij het interval [2,4] in 6 deelintervallen wordt verdeeld. 


wh 


Schatting van de fout 

Voor de regel van Simpson bestaat ook een afschatting van de gemaakte fout. 

Aan te tonen is dat het volgende geldt: 

(b — a)” 

i MEK 
180nf a<x<b 





b 
f f(x)dx = Sn + Es, waarbij |Es| < O5) (6.35) 
a 


Deze schatting van de fout kan weer worden gebruikt om de maximale fout in 
absolute waarde in de benadering te berekenen, of om te bepalen hoeveel deel- 
intervallen gekozen moeten worden om aan een bepaalde nauwkeurigheid te vol- 
doen. 

Uit de stelling volgt dat de regel van Simpson een exact resultaat oplevert voor 
veeltermen van de graad 0, 1, 2 én 3. 

1 


3 dx in vier decimalen 
X 


2 
Hoeveel deelintervallen moeten we minimaal nemen om / = f 
nauwkeurig te benaderen regel van Simpson? l 


Oplossing: 
Er moet gelden: de absolute waarde van de gemaakte fout moet kleiner zijn dan. Dit is 
zo als: 


(b — a)” 4 EN 
Esl < a BOO 5 7 10 





De vierde afgeleide van f(x) = a 
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Het maximum van O)| op het interval [1,2] wordt bereikt voor x = 1 (ga dit na!), 


zodat max f@ 00) = 120. 
EXS? 


a paniy a| 240 - 10° 

120 < -101 > me a. 10,75 

180 - n? 2 e d 

Omdat n even moet zijn nemen we n = 12. Ai 


Numerieke integratie en Maple 


Met behulp van Maple kan een bepaalde integraal expliciet met de trapeziumregel 
of met de regel van Simpson benaderd worden. Hiervoor zijn achtereenvolgens de 
commando’s trapezoid en simpson van het pakket student beschikbaar. 

Als een bepaalde integraal niet exact te berekenen is door Maple, dan kan ook direct 
de integraal numeriek benaderd worden met de gewenste nauwkeurigheid. 

We geven enkele voorbeelden: 


> Lot (a5 sin(x) RO « ALE (Rt sin (z): Uü: ZL) # 


2 
f xsin(x)dx = sin(2) — 2 cos(2) 
0 
> evalf (rhs (5%) ) ; 
1.741591100 
Maple berekent deze integraal exact en met behulp van het commando evalf£ kan 


een numerieke benadering verkregen worden. 


> Int (sIn (z^2) a8- 0s e 1)=10Ẹ ( (sin (^27 rra 0s. 


] 1 
| sin(x2jdx = 5 FresnelS (2) V2/r 


> Bvalf (ERS (5) ) # 
0.3102683013 


Het lijkt alsof een primitieve van sin(x?) bestaat, maar dat is niet zo. Maple geeft het 
antwoord in termen van de functie FresnelS. Dit is de Fresnel-Sinus integraal. Het 
antwoord is hiermee nog steeds een te berekenen integraal. 


2 
De integraal f cos(x + e*) dx kan Maple niet exact berekenen: 
0 


> Int (cos (xtexp (x) ),x=0..2)=int(cos(xtexp(x)),x=0..2) ; 
2 2 
f cos(x + e¥) dx = Í cos(x +e*)dx 
0 0 
Deze integraal kan weer numeriek benaderd worden. Dit gebeurt standaard in 10 
significante cijfers, met het commando Digits kan dit veranderd worden. 
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> evalf (rhs(%)) ; 
—0.3093572201 
* Digits TZ 
Digits := 25 
> evalf (rhs (555) ) ; 
—0.3093572200501871483491 748 


We kunnen ook expliciet de twee bekende numerieke benaderingsmethoden in 
Maple toepassen. Standaard worden 4 deelintervallen toegepast, het aantal deel- 


intervallen kan als optie worden opgegeven. 


2 
We geven verschillende benaderingen voor | cos(x + e*) dx. 
0 


Met de trapeziumregel toegepast op 4 deelintervallen: 


> with (student): 
> trapezoid (cos (x+exp (x) ),x=0..2); 


j 


1 E E- i (5) l 
zes) + 20s zre 2 + J Cos(2 + ef) 


> evalf (5); 
—0.3295980706 


Met de trapeziumregel toegepast op 100 deelintervallen: 


> trapezoid(cos(xtexp(x)),x=0..2,100) ; 
i 
- cos(1) + : 5 * one 50) + > cos(2 + e°) 
: 50 10 


> evalf (5) ; 
—0.30931 11543 


Met de regel van Simpson toegepast op 100 deelintervallen: 


> simpson(cos{(xtexp(x)),x=0..2,100) ; 


l l 
1 1 a. al i l 55-50) 
zeg COSI) + Tag COS(2 + e) + ze Ze mnd 8 


oo 


> evalf (5); 


—0.3093570368 


We zien weer dat de regel van Simpson nauwkeuriger is dan de trapeziumregel. 
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Opgaven bij 6.7 
Gegeven: I = f /x dx. 
l 


a Benader I met behulp van de trapeziumregel met 3 deelintervallen. 
b Hoeveel deelintervallen moeten minimaal genomen worden, opdat I in 4 deci- 
malen nauwkeurig benaderd wordt met de trapeziumregel? 


4 
Gegeven I = f yx dx. 
l 


a Schat / met behulp van de regel van Simpson met 6 deelintervallen. 

b Bereken de maximale fout in absolute waarde in het antwoord van a. 

c Hoeveel deelintervallen moeten minimaal genomen worden, opdat 7 in 5 deci- 
malen nauwkeurig benaderd wordt met de regel van Simpson? 


1 
Gegeven I = f arctan x dx. 
0 


a Hoeveel deelintervallen moeten we minimaal nemen, opdat J in 2 decimalen 
nauwkeurig benaderd wordt met behulp van de trapeziumregel? 

b Bereken 7 in 2 decimalen nauwkeurig met behulp van onderdeel a. 

c Controleer het aantal benodigde intervallen, door de benaderde waarde van 
onderdeel b te vergelijken met de exacte waarde van de intergraal. 

d Hoeveel deelintervallen moeten minimaal genomen worden, opdat 1 in 6 deci- 
malen nauwkeurig benaderd wordt met de trapeziumregel? 

In 


Gegeven I = f sin(2v) dv. 
0 


a Benader / met behulp van de regel van Simpson met 4 deelintervallen. 
b Benader 7 in 3 decimalen nauwkeurig met de regel van Simpson. Bereken hier- 
voor eerst het benodigde aantal deelintervallen. 


g 
Gegeven I = f xê In x dx. 
l 
a Benader I met behulp van de trapeziumregel met 3 deelintervallen. 
b Bepaal de maximale fout in absolute waarde in het antwoord van a. 
c Hoeveel deelintervallen moet men minimaal kiezen opdat / in 6 decimalen 
nauwkeurig benaderd wordt met behulp van de regel van Simpson? 


In de volgende tabel is de snelheid van een auto op verschillende tijdstippen 
gegeven: 


tijd t (in sec) 





a Bereken met behulp van de trapeziumregel de afgelegde weg van de auto na 10 
seconden. 
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b Bereken met behulp van de regel van Simpson de afgelegde weg van de auto na 
10 seconden. 


Leid de regel van Simpson, formule (6.33), af. 


3 
Gegeven: I = f V5 + 10xb dx. 
0 
a Bereken het maximum in absolute waarde van de tweede en vierde afgeleide van 
de integrand. 
b Benader 7 in 5 decimalen nauwkeurig met de trapeziumregel. Bereken eerst het 
benodigde aantal deelintervallen. 
c Benader Iin 5 decimalen nauwkeurig met de regel van Simpson. Bereken eerst 
het benodigde aantal deelintervallen. 
3 sin x 


Gegeven: I = Í 
l 


dx. 





a Benader / in 10 decimalen nauwkeurig met de trapeziumregel. Bereken eerst het 
benodigde aantal deelintervallen. 

b Benader! in 10 decimalen nauwkeurig met de regel van Simpson. Bereken eerst 
het benodigde aantal deelintervallen. 


Herhalingsopgaven 
Bepaal: 


a [aat -2x2 ax e 


| v sin (3v° — 5) dv 








2 
-E de t |a / 
J (B +2) J xin 4 | 
l i 1l 
_d —— d 
< J52+16 i | a g 
d Í Apel ap h ld 
0 V4- x? 
Bepaal 
2 1 3 l 
a [—— dx e f[—— dp 
EZES | POVP) 
In3 
b f elvel +1ldt f [sin cos(3t) dt 
0 
14 | Ie 2 4 
lee Ti dx g E sin (2t ) dr 


d 5 | uè Vu = A d 
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a d e arctan(3x) dx 
op IP | (3x) 
l 2 
b l f Jz smd 
Ppor” ò 
9 
x+8 
C jz dx 8 f 3 2 
x“ TETE 5 A7 — OXA + BL 
2 y4 i 





| IEI dx h [8r sin(4t) dt 
l i 


Gegeven I = i gans dy, 

1 
Benader 7 met behulp van de trapeziumregel met 4 deelintervallen. 
Benader / met behulp van de regel van Simpson met 4 deelintervallen. 
Bereken de maximale fout in absolute waarde in het antwoord van a. 
Hoeveel deelintervallen moeten minimaal genomen worden, opdat / in 6 deci- 
malen nauwkeurig benaderd wordt met de trapeziumregel? 


aaow 


Ga na of de oneigenlijke integraal convergeert in de onderdelen a t/m d en bereken 
in pas van convergentie de limietwaarde: 
3 ex s -2 4 








s ET dJ El i 
3 ER oO Xx 
e x e 
j Pr dx d a EE LT dx 


In figuur 6.13 is een meer getekend. In de volgende tabel is de breedte van het meer 
in verschillende punten weergegeven: 


ECC NEN EN CN EN EEE CEE EE 





EON CHEN ENEN EE EEE 


a Bereken met behulp van de trapeziumregel de oppervlakte van het meer. 
b Bereken met behulp van de regel van Simpson de oppervlakte van het meer. 





o X=0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 





il 
il 
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6.9 Samenvatting 


Onbepaalde integralen 
Het bepalen van ff(x)dx wordt onbepaald integreren genoemd. Er geldt: 


[fax = F(x) + C, waarbij F'(x) = f(x) en C een constante is. 


Rekenregels voor onbepaalde integralen 


] | fa)dx - k | f(x)dx 
2 |F +gooax = | f)dr = [gade 


Bepaalde integralen 


|revax = [F(x)]?= F(b) — F(a), waarbij F'(x) = f(x). 


Rekenregels voor bepaalde integralen 


l [ro ds = 0 
b b 
2 l k.f(x)dx =k | f(x)dx, waarbij k een constante factor is 
b b b 
3 [Fg dr = |f) dx f gax 
m i a l a 
4 [fa ax |F) dx = | F) dx, met a DEE 
a b a 


Integratie door substitutie 

Is de integraal van de vorm k f h(g(x))g'(x)dx, dan lukt de substitutie altijd als deze 
op de volgende manier wordt uitgevoerd: 

Stel t = g(x), dan is dt = g'(x)dx. Er volgt 


| f(x)dx = k | h(g(x))g'(x) dx 


= k | h(i) dt 


= kH(t) + C 
= kH(g(x) + C 


Hierbij is H'(t) = h(t). 
Wanneer de integraal niet van de vorm k f h(g(x))g'(x)dx is, dan kan toch vaak door 
een geschikte substitutie de integraal bepaald worden. Substitutie bij bepaalde in- 
tegralen wordt als volgt uitgevoerd: tegelijk met het invoeren van een nieuwe inte- 
gratievariabele veranderen we de integratiegrenzen. We gaan daarna niet meer 
terug naar de oorspronkelijke integratievariabele. 
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Partiële integratie 
De regel luidt voor onbepaalde integralen: 


[fe age) = mg — | 8 afa) 
Voor bepaalde integralen is de regel: 
b b 


| fdg) = Fg) a- | g(x) df») 


x=a X=d 


Integratie door middel van breuksplitsing 
Uitgangspunt is dat de integrand een deling is van veeltermen, waarbij de graad van 
de teller kleiner is dan de graad van de noemer. 
We beperken ons tot de volgende twee gevallen: 
l De noemer bevat éénmaal de lineaire factor ax + b. In de breuksplitsing komt 
dan 
A 
ax + b 


2 De noemer bevat de n-de macht (n € N en n > 1) van de lineaire factor ax + b 
voor. De breuksplitsing bestaat dan uit 
A A; A 
ax+b (ax+b) (ax + b) 





De totale breuksplitsing is de som van de door deze regels verkregen afzonderlijke 
breuken. 


Oneigenlijke integralen 

Oneigenlijke integralen zijn integralen, waarvan het integratie-interval niet be- 
grensd is en/of de integrand heeft een verticale asymptoot op het integratie-inter- 
val. De integraal moet met 1 of meer limieten worden onderzocht. Wanneer de 
limiet bestaat, dan convergeert de oneigenlijke integraal naar de limietwaarde, ter- 
wijl de oneigenlijke integraal divergeert als de limiet niet bestaat. 


Numerieke integratie 
De samengestelde trapeziumregel met n deelintervallen luidt. 


In = Z hf (10) Ht) +…+ 2f (Ani) FI a) 





waarbij h = RE = ACN je = o + k- hvoork = l;2. s. 
; .. (e= a)’ 1 
Er geldt: J f(x) dx = Ta + Er, waarbij |Er| < re Bef (x)|. 


De samengestelde regel van Simpson met n deelintervallen luidt. 


Sn = 7 (0) + Af) + 2f(x2) + 4f (x8) +…+ 2f 2) + Af Car) + Fem) 





i b-a 
waarbij h = „Hi = g en Ep = Xy + Ke VOOr k = Ll, Zr 


(b = a)? (4) 
180n4 my w] 





b 
Er geldt: f f(x)dx = Sn + Es, waarbij |Eṣs| < 
a 
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Leerdoelen hoofdstuk 7 


In dit hoofdstuk komt een aantal praktische probleemstellingen aan de orde, die 
met behulp van integraalrekening op te lossen zijn. We stellen hierbij vaak van een 
proces een Riemann-som op door uit te gaan van een situatie, waarbij grootheden 
worden gesommeerd, die op een interval constant worden verondersteld. Vervol- 
gens maken we gebruik van het feit dat de limiet van een Riemann-som een inte- 
graal is. In dit hoofdstuk behandelen we onder andere het berekenen van opper- 
vlakten, arbeid, enkele toepassingen uit de elektriciteitsleer en het berekenen van 
zwaartepunten als toepassingen van de integraalrekening. 


Hoofdstuk 7 bevat de volgende onderwerpen. 
e oppervlakte berekeningen 
o oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafiek van een functie, twee 
verticale lijnen en de horizontale as 
o oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafieken van functies op een 
interval 
e versnelling, snelheid en weglengte 
e booglengte (lengte van een kromme) 
e volume van omwentelingslichamen, die ontstaan bij wentelen om de x-as of om 
de y-as 
e het berekenen van de arbeid verricht door 
o een (niet-constante) kracht 
o een gas 
e het berekenen van de hydrostatische kracht 
e toepassingen uit de elektriciteitsleer 
o wisselstroomtheorie 
o opladen van een condensator 
e berekenen van het zwaartepunt van 
o een stelsel puntmassa's 
o een vlakke figuur, begrensd door grafieken van functies 
enkele overige toepassingen van de integraalrekening 








HOOFDSTUK 7 


1.1 








Toepassingen 
van de 
integraal- 
rekening 


Oppervlakteberekeningen 


In paragraaf 6.2 hebben we het volgende laten zien. 
De oppervlakte van het gebied, ingesloten door de x-as, de grafiek van een positieve 
functie f(x) en de lijnen x = a en x = b bedraagt: 


b 
== [ro dx (7.1) 


We gaan het berekenen van oppervlakken nader bekijken. Als f negatief is op een 

interval [a,b], zie figuur 7.1, dan moeten we voor het bepalen van de oppervlakte O 

van het gebied, ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de lijnen x = aen x = b 

als volgt te werk gaan: 

e Spiegel de grafiek van y = f(x) in de x-as: het spiegelbeeld y = —f (x) is dan een 
positieve functie op [a, b]. 

e Bereken de oppervlakte met behulp van 


(7.2) 
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Figuur 7.1 
Gebied onder de x-as. 





We kunnen de oppervlakte van het gebied, ingesloten door de grafiek van f, de x-as 
en de lijnen x = a en x = b ook altijd berekenen met de formule: 


b 
0 = | f) dx (73 


b b 
Is f positief op [a, b], dan geldt O = f |f(x)|dx = f f(x) dx en als f negatief is op 
a a 


b b 
[a, b], dan geldt O = f |f (x)| dx = — f f(x) dx 
a 


a 


De oppervlakte van het gebied, ingesloten door de grafiek van f, de x-as 
en de lijnen x= a en x= b moet niet berekend worden volgens: 


b b 
O= | | f(x) dx J f(x)dx 





b 
. In het algemeen geldt dus f |f(x)| dx # 
a 














Voorbeeld 1 We berekenen de oppervlakte van het gebied, ingesloten door de x-as en de grafiek van 


y = f(x) = x? — 4 zie figuur 7.2. Bedenk dat het gebied geheel onder de x-as ligt. 


2 


0- | - (x -4) dx = Es zal 


—2 


TONERE 






Figuur 7.2 
Ingesloten gebied 
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In het algemeen moeten we bij een oppervlakteberekening het integratie-interval 
splitsen in deelintervallen, waarop de functie positief is en deelintervallen, waarop 
de functie negatief is. 


Voorbeeld 2 In figuur 7.3 hebben we de grafiek van y = f(x) = cos x getekend en we willen de 


totale oppervlakte van het grijze gebied berekenen. 





We splitsen het integratie-interval opn in twee stukken: ozel en 323": Op 


en B ; 
het interval 5 ezel is f negatief, zodat we daar de oppervlakte moeten berekenen 


3 
zn 
volgens: Ee x) dx. Er volgt: 


en 


Isin(x)]2" —[sin(x)]?" = 1—0- (-1-1)=3 


De oppervlakte van het grijze gebied is eveneens te berekenen door het toepassen van 
formule (7.3). Uitwerken van | cos(x)| op het integratie-interval levert: 


1 


COS X voor 0 <x< Ar 
| cos(x)| = i 
-cosx voor ST <A< IT 


We splitsen het integratie-interval: 


3 


he 2 
Zi z eik 
U= | \cos(x)| dx = | \cos(x)| dx + | \cos(x)| dx 
0 0 
77 7r 
De | cos(x) dx + | — cos(x) dx = 3 
0 ln a 


Figuur 7.3 


Ingesloten gebied 








Figuur 7.4 


Gebied ingesloten 
door de grafieken van 


f en g op [a,b] 
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Opdracht 

| Ga door berekening na dat niet geldt: 
| 3 3n 

Í O= | |cos(x)|dx = cos(x) dx 

| 0 0 


In het algemeen kunnen we voor het berekenen van de oppervlakte van het gebied 

dat begrensd wordt door de grafiek van een functie y = f(x), de horizontale as en 

twee verticale lijnen x = a en x = b als volgt te werk gaan: 

e Schets het gebied door een grafiek van de functie te tekenen. 

e Bereken indien nodig de nulpunten van de functie. 

e Splits het integratie-interval in deelintervallen waarop de functie positief is en 
deelintervallen waarop de functie negatief is. 

e Bereken de oppervlakte van het gebied door f(x) te integreren op deelintervallen 
waarop de functie positief is, en door —f(x) te integreren op deelintervallen 
waarop de functie negatief is. 


Opdracht 

Het gebied G wordt begrensd door de grafiek van y = f(x) = x? — 4x, de 
x-as en de lijnen x= I en x = 5; 

Bereken de oppervlakte van het gebied G. 





We kunnen ook de oppervlakte bepalen van het gebied, ingesloten door de lijnen 
x = a, x = bende grafieken van y = f(x) en y = g(x). Voor de oppervlakte van het 
gearceerde gebied in figuur 7.4 geldt: 


b b b 
o= | (F(x) - g(x)) dx = [fe dx — [eo dx 


Dat wil zeggen: de oppervlakte van het ingesloten gebied wordt bepaald, door het 
verschil te nemen van de oppervlakte onder de grafiek van f boven het interval [a,b], 
en de oppervlakte onder de grafiek van g boven het interval [a,b]. 





Deze formule geldt ook als het gebied zich gedeeltelijk onder de x-as bevindt, zie 
figuur 7.5a. Om dit aannemelijk te maken verschuiven we het ingesloten gebied in 
de y-richting over een voldoende grote afstand k, totdat het gebied zich geheel 





Figuur 7.5 

a-b Gebied ingesloten 
door de grafieken van 
f en g op [a,b] 


Voorbeeld 3 


Conclusie 
De oppervlakte O van het gebied ingesloten door de grafieken van f en g op [a,b], 
waarbij f(x) > g(x) voor elke x € [a,b] is 


van y = f(X) 


ker -—2x=0% xx-2)=0>x=0vx=2 


Tenslotte berekenen we de oppervlakte met een integraal: 


2 
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boven de x-as bevindt, zie figuur 7.5b. De oppervlakte van het ingesloten gebied 
verandert niet tijdens het verschuiven, zodat de oppervlakte van het gebied van 
figuur 7.5a is: 





We bepalen de oppervlakte van het gebied in het xy-vlak, ingesloten door de grafieken 
= X — X eny 
Eerst maken we een schets van de situatie, zie figuur 7.6. Vervolgens bepalen we de 
x-coördinaten van de snijpunten: 
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Figuur 7.6 
Gebied ingesloten 
door de grafieken van 


feng 


Voorbeeld 4 We bepalen de oppervlakte van het gebied in het xy-vlak, ingesloten door de grafiek van 
y = f(x) = e% en de lijnen y = 1 en x = 3. 
In figuur 7.7 is een schets gemaakt van het gebied. De oppervlakte berekenen we met 
integralen: 


3 3 
0 = |etdx— [rex 
0 0 


e2* d(2x) — 


Figuur 7.7 


Opgaven bij 7.1 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt ingesloten door de grafiek van 
y = f(x) = 4 — xê, de x-as en de lijnen x = —3 en x = 3. 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt ingesloten door de grafiek van 
s= f(t) = V4t + 1, de t-as en de lijnen t = 0 en t = 2. 


Bereken de oppervlakte van het gebied, begrensd door de grafiek van 
y= f(X) = X +x* -2x en de x-as. 











Bereken de oppervlakte van het gebied, ingesloten door de grafieken van f en g als: 
a y=- =r mygr 

b y= f(x) = 3x} en y = g(x) = 6x 

c y= f(x)=x +2eny=g(x)=x+8 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt ingesloten door de grafieken van 
y= f(t) = sin t en y= g(f) = cos t en de lijnen ¿= Gen t= 7, 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt begrensd door de grafiek van 
y = f(x) = e™*, de y-as en de lijn y = 2. 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt begrensd door de grafiek van 
w = [ (V) = nyen de lijnen w = 1 en y = 4 


Bereken de oppervlakte van het gebied, begrensd door de grafiek van 
y= —6X +54 +3 en de x-as. 


Bereken de oppervlakte van het gebied, dat wordt ingesloten door de grafieken van 
y = f(t) = e~ en y = g(t) = t°. 


Versnelling, snelheid en weglengte 


Uit de differentiaalrekening is het volgende verband tussen de versnelling a, de 
snelheid v, de weglengte s en de tijd t bekend: 


We kunnen nu ook v in a en s in v uitdrukken met onbepaalde integralen, zie ook 
6.1: 

p= | adt s= | pdr, 

Als de versnelling constant is met waarde a en de beginsnelheid op tijdstip t = 0 is 
vo, dan geldt: 


v= faar—afrar> vn =at+ C 


Invullen van v(0) = vo levert op voor C: C = v(0), zodat voor de snelheid geldt: 
v(t) = at + v (7.5) 


Deze bekende formule geldt dus alleen als de versnelling constant is! 
Eveneens is af te leiden dat voor de weglengte s bij een constante versnelling a geldt: 


l 
s) = zat + Vb + Ss (7.6) 
waarbij sọ = s(0). 


Opdracht 
Leid formule (7.6) af. 
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AN i In de volgende voorbeelden is de cursieve s de weglengte en de rechte s is 
=- de eenheid seconde van de tijd. 


Voorbeeld 5 lemand gooit vanaf een balkon van een flatgebouw een steen recht omhoog. De begin- 


snelheid is 10 m/s. Na 4 s raakt de steen de grond. De luchtweerstand wordt verwaar- 
loosd. We nemen voor de valversnelling: g = 9,81 m/s?. We willen weten hoe hoog het 
balkon zich boven de grond bevindt. 


Oplossing: 
De opwaartse richting rekenen we positief. Omdat de valversnelling naar beneden ge- 
richt is geldt: a = —g = —9,81 m/s? en hiermee 


V | aat = —9,81t + C} 


Als t = 0 s, dan is v = 10 m/s, zodat C4 = 10 en v(t) = —9,81t + 10 (m/s). 

Omdat de versnelling constant is, mag formule (7.5) worden toegepast, zodat we ook 
direct kunnen vinden: v(t) = —9,81t + 10 (m/s). Voor de weglengte s nemen we de 
hoogte ten opzichte van het balkon. Er geldt: 


i= | vdt — KET +10) dt = —4,905t? + 10t + C. 


Als t = 0 s, dan is s = 0 m, zodat C) = 0 en s(t) = —4,905t? + 10t (m). 

In figuur 7.8 is een grafiek van s(t) = —4,905t? + 10t getekend. 

Deze uitdrukking kunnen we ook direct met formule (7.6) vinden. Merk op dat eerst s 
positief is (de steen wordt omhoog gegooid) en daarna negatief wordt. 


Figuur 7.8 
De grafiek van 
s(t) = —4,905t? + 10t 





Gegeven is dat de valtijd t = 4 s, dan is de hoogte van het balkon ten opzichte van de 
grond 


Is(4)| = |—38,48| m = 38,48 m. 


Op een iets andere manier is deze hoogte ook te berekenen, als we voor de afstand s de 
hoogte nemen ten opzichte van de grond. De constante C in de uitdrukking: 

s(t) = —4,905t? + 10t + C, berekenen we nu met het gegeven s(4) = 0, zodat 

C) = 38,48 en s(t) = —4,905t? + 10t + 38,48 (m). De hoogte van het balkon ten 
opzichte van de grond is: s(0) = 38,48 m. g 
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Voorbeeld 6 


Figuur 7.9 
Grafiek van een snel- 


heidsfunctie v = v(t) 
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Een deeltje verwijdert zich van de oorsprong volgens een rechte lijn met een begin- 

snelheid 6 m/s en een versnelling a(t) = 12t? + 6t (m/s®). We willen weten wat de 

weglengte s is, gemeten vanaf de oorsprong, als functie van de tijd (tijd t in seconden). 

v= [aat = | (12 + 6t) dt = 4t +31 + Cı 

Als t = 0 s, dan is v = 6 m/s, zodat C‚ = 6 en v(t) = 4t + 31? + 6 (m/s). 

s= [vat = | (48 +32 +6) dest tE +6t + C 

Als t = 0 s, dan is s = 0 m, zodat C) = 0 en s(t) = tt + tè +6t (m). & 
We kunnen deze problemen eveneens oplossen met behulp van bepaald integreren. 


Afgeleid wordt dat de afgelegde weg gedurende een tijdsinterval die gelijk is aan de 
oppervlakte onder de grafiek van de snelheidsfunctie op dat tijdsinterval. 


v(t, ) 





In figuur 7.9 is een positieve snelheidsfunctie v = v(t) geschetst op het tijdsinterval 
[0,T]. Om de afgelegde weg op het tijdsinterval [0,T] te berekenen verdelen we het 
interval [0,T] in n deelintervallen [tņp_1,tų], voor k = 1, 2, ..., n, elk met lengte At. 
Een benadering van de in totaal afgelegde weg wordt gevonden door de snelheid op 
elk deelinterval constant te veronderstellen, met als waarde de snelheid in het eind- 
punt van het interval: 


n 
S y >D v(t) At 
k=1 


Dit is een Riemann-som van v(t). 
De afgelegde weg vinden we wanneer we At tot 0 laten naderen: 


T 

n NS 
S=. lim LA = £) dt Fal 
s= lim 2 v(t) KG (7.7) 


Is de afgelegde weg in het beginpunt niet 0, dan is de afgelegde weg te berekenen 
volgens: 
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T 

s = s(0) + | v(t)dt (7.8) 
0 

Hieruit kunnen we ook s als functie van de tijd t afleiden: 


s= s(t) = s(0) + l v(u) du (7.9) 
0 


Vanwege de t in de bovengrens van de integraal is overgegaan op een andere inte- 
gratievariabele. In formule (7.9) is daarvoor gekozen u. 


Opmerking: 
In boeken waar de wiskunde wordt toegepast wordt in deze situatie vaak 


t 
foutief genoteerd: s = s(t) = s(0) + f v(t) dt. De integratievariabele t 
0 





wordt nu geïntegreerd van 0 tot t. 


Eveneens is af te leiden, zie opgave 5: 


ans 


v = v(t) = v(0) + | alu) du (7.10) 


Opgaven bij 7.2 


E Een steen wordt 200 m boven de grond van een ballon losgemaakt, terwijl de ballon 
op dat moment stijgt met een constante snelheid van 5 m/s. De luchtweerstand 
wordt verwaarloosd en voor de valversnelling geldt: g = 9,81 m/s?. 
Bereken: 
a De grootste hoogte die de steen boven de grond bereikt; 
b De tijd dat de steen in de lucht is, voordat hij de grond raakt; 
c De snelheid waarmee de steen de grond raakt. 





Een deeltje verplaatst zich volgens een rechte lijn vanaf de oorsprong (t = 0) met 
een beginsnelheid vj en een versnelling a. Bereken de positie s als functie van t in de 
onderdelen a tot en met c. 


a a= 10 m/s? en v = 5 m/s c a= Y2t +1 m/s? en vw = —5 m/s. 


l 
b a=—- m/s“ en vo = 3 m/s 


yt 








1.3 
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Een deeltje verplaatst zich volgens een rechte lijn met een versnelling 
-| 
alt) = 12Vt — Ji (ms?) Op tijdstip t = 1 s is de snelheid 3 m/s en de positie 


0,5 m ten opzichte van de oorsprong. Bereken de snelheid v en de positie s als 
functie van t. 


Een bal rolt over een veld met een beginsnelheid op tijdstip t = 0 s van 8 m/s. Door 
wrijving krijgt de bal een vertraging van /4 + 0,2 t m/s°. Hoe ver rolt de bal? 


Gegeven de grootte van de versnelling a = a(t) (in m/s“) als functie van de tijd t (in 
s) voor t > 0. 
a Leid af dat voor de snelheid v = v(t) op tijdstip t geldt: 


waarbij v(0) de snelheid op tijdstip t = 0 is. 


b Bereken: v = v(t) en s = s(t) als a(t) = 0,3 t? m/s, v(0) = 2 m/s en 
s0) = 3 m. 


Een bal wordt recht omhoog gegooid met een beginsnelheid van 15 m/s vanaf een 
punt dat 40 m boven de grond is gelegen. De luchtweerstand wordt verwaarloosd en 
voor de valversnelling geldt: g = 9,81 m/s’. 

a Hoe lang duurt het voordat de bal terug is bij het uitgangspunt? 

b Hoelang duurt het tot dat de bal 10 m boven de grond is? 

c Met welke snelheid komt de bal op de grond? 


Een projectiel wordt op tijdstip t = 0 vanaf het aardoppervlak omhoog geschoten. 
Voor de snelheid v op tijdstip t geldt: v(t) = (50e > — 5) m/s. 

a Bereken op welk tijdstip het projectiel begint te dalen. 

b Bereken de maximaal bereikte hoogte. 


De versnelling van een straaljager is bij het starten op tijdstip t = 0 vanuit stilstand: 
a(t) = 27 —2,2V/t m/s?. Als de versnelling gelijk is aan 0 m/s“, dan blijft de 
versnelling 0 m/s? 

a Bereken de afgelegde weg na 10 seconden van de start. 

b Bereken de afgelegde weg na 40 seconden van de start. 

c Bereken de afgelegde weg na 5 minuten van de start. 


Booglengte 


Gegeven is de grafiek van een functie y = f(x) op een interval [a,b], zie figuur 7.10. 
We willen de lengte van de kromme gemeten langs de grafiek bepalen. Deze lengte 
wordt de booglengte genoemd, en wordt aangeven met s. 


Voor het bepalen van de booglengte verdelen we het interval [a,b] in n deelinterval- 
len [Xj-_1,X}) met lengte Ax, waarbij a = xp en b = xn, zie figuur 7.10a. Voor de 
exacte booglengte Ajs op het interval [xj ‚xj, geldt: 
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Figuur 7.10 a,b y 


2 
Ags = 4 (AHA? = Axl 1 + (2) 


Aangetoond kan worden dat als de afgeleide f'(x) continu is op het interval [a,b], er 
een punt cp € [xp_1-X4] is, zodat f' (cp) = z (Dit is de middelwaardestelling). We 


geven hiervan geen bewijs, de aannemelijkheid volgt uit figuur 7.10b. 


Voor Ags betekent dit: 


As = Axy/1 + (f'(cy))° 


De booglengte is dan bij benadering gelijk aan: 


S = $. ApS X y. Hip (f'e) Ax 
k=1 k=1 





dit is een Riemann-som van /i + P: 

Voor Ax — 0 gaat de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval naar nul. 
De Riemann-som nadert dan tot een bepaalde integraal en deze integraal is gelijk 
aan de booglengte. Er volgt: 


s= lim £ V 1+ (fc) ax fi + (f'(x) dx (7.11 


Äx—=0 


Voorbeeld 7 We berekenen de booglengte van de grafiek van y = f(X) = ING — VX tussen de 


punten met x-coördinaat x = 1 en x = 4, zie figuur 7.11 voor een grafiek van f. 


Uit y = xvx — VX = Fel — xt volgt Y Wed TVX — 7, zodat 


NE 
=1+ (3 


a l 











Figuur 7.11 
Grafiek van 


y = 4 XVX — VX 


Voorbeeld 8 


Figuur 7.12 
Een opgehangen kabel 
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De booglengte van x = 1 tot x = 4 is dan 








De vorm van een volledig buigbare kabel, die van een gelijkmatige verdeelde, gelijk- 
soortige samenstelling is en die vrij in het zwaartekrachtveld hangt, wordt gegeven door 
ve EDE 4 (eX + e7™*), zie figuur 7.12. (Dit is geen parabool!). We willen de lengte 
van de kabel berekenen op het interval [—2,2] m. 


J. (in m) y en 5 (e + e”) — 
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De booglengte op het interval [—2,2) m is dan 


Opmerking 

Uit de voorbeelden 7 en 8 blijkt wel dat het exact kunnen berekenen van 
de booglengte van de grafiek van een gegeven functie slechts in speciale 
gevallen mogelijk is, vanwege de wortelvorm. Vaak zal de integraal waar- 
mee de booglengte berekend wordt, numeriek benaderd moeten worden. 





Opgaven bij 7.3 


RE Bereken de booglengte van de grafiek van y = f(x) op het intervalļa,b| in de 
onderdelen a tot en met d. 


â =f = ia d= lep A 


b y =f) =} (2 +2) VHZ a=0enb=3. 


ë y= flt= 3yr- la lenhb=4, 


l 2 
7% 


d yaffa Witt), a= lnb, 


4 
Ee: Benader de booglengte van de grafiek van y = f(x) op het gegeven interval in de 
onderdelen a tot en met c. 
a y= f(x) = x* op het interval [—1,3). 


b y= f(x) = tan2x op het interval oe. 


c y= f(x) = e?" op het interval [—2, 4]. 
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Uit vlakke platen worden golfplaten gevormd, zie figuur 7.13. De dwarsdoorsnede 
van een dergelijke golfplaat is volgens de grafiek van y = t sin(2rx), waarbij x en y 
gegeven zijn in meters. Bij het omvormen van de vlakke platen wordt de uitrekking 
van het materiaal verwaarloosd. Bereken de breedte van de vlakke plaat. 





as E 


Figuur 7.13 


y (in m) 





De dwarsdoorsnede van een tunnel, zie figuur 7.14, is volgens de grafiek van 
y=8 cos (ze nx), waarbij x en y gegeven zijn in meters. De lengte van de tunnel is 
50 meter. De tunnel wordt aan de binnenzijde afgewerkt met tegeltjes, die € 80,- per 
m° kosten. Welk bedrag is nodig voor het afwerken van de binnenzijde van de 
tunnel met de tegeltjes? 





Figuur 7.14 y (in m) 
De tunnel 





x (in m) 


7.4 Volume van omwentelingslichamen 


We wentelen het gebied, ingesloten door de grafiek van een positieve functie 
y = f(x), de x-as en de lijnen x = a en x = b om de x-as, zie figuur 7.15. Hierdoor 
ontstaat een zogeheten omwentelingslichaam, zie figuur 7.16. Ook ontstaat er een 
ander omwentelingslichaam als we het beschouwde gebied wentelen om de y-as. 
Met behulp van Riemann-sommen is het volume van dergelijke lichamen te bepa- 


len. 


7.4.1 Wentelen om de x-as 


In figuur 7.17 wordt het gebied, ingesloten door de x-as, de grafiek y = f(x), de x-as 
en de lijnen x = a en x = b om de x-as gewenteld. 
We willen de inhoud van het zo ontstane omwentelingslichaam berekenen. 
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Figuur 7.15 Y 
Figuur 7.16 A 
zz zj 
Z 
Voor het bepalen van het volume verdelen we het interval [a,b] in n deelintervallen 
| [XxX met lengte Ax, waarbij a = xo en b = xn. 
| Het schijfje op het interval [xj‚_,x7) wordt benaderd door een cilinder met straal 
f(x) en dikte Ax. Voor de exacte inhoud AV van dit schijfje geldt: 
ALV = n(f (xp) Ax. 
Voor het volume Vy (de index x geeft aan dat er om de x-as gewenteld wordt) geldt 
dan bij benadering: 
n n 
Ve = Y AkV œn Y (f(x) Ax: een Riemann-som van n(f(x))°. 
k=] k=l 
Voor Ax — 0 nadert de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval tot nul. 
De Riemann-som nadert dan tot een bepaalde integraal en deze integraal is dus 
gelijk aan het volume. Er volgt: 
n b 
VW =r lim © (f(x Ax=n f(f(x)? dx (7.12) 
Ax—0 k=1 a 
Fi 1.17 
iguur y | Ağ | 


| 





f) O ANN EE A EEEE eeen eid 


- momoo omeo m m m me m e e oe m n fe 


= —ow a a a a a a a a a aa = æ en en m en m 





bs A Xn 


« 
Re 
| 
— 


Opdracht 
In paragraaf 6.2 is op suggestieve wijze het berekenen van een opper- 
vlakte in beeld gebracht. Breng op overeenkomstige wijze formule (7.12) 
in beeld. 











Voorbeeld 9 





Figuur 7.18 


Figuur 7.19 


Figuur 7.20 
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Het gebied ingesloten door de x-as, de grafiek van y = f(x) = e“ en de lijnen x = 1 en 
x = 3 wordt om de x-as gewenteld, zie figuur 7.18. We berekenen het volume van het zo 
ontstane omwentelingslichaam. 





Het volume van een lichaam, dat ontstaat bij wenteling om de x-as van een gebied, 
dat door twee grafieken wordt ingesloten, kan ook bepaald worden. We nemen 
hierbij aan dat het gebied de x-as niet snijdt. 

In figuur 7.19 wordt het gebied, ingesloten door de lijnen x = a en x = b en de 
grafieken van y = f(x) en y = g(x), met f(x) > g(x) en g(x) > 0, gewenteld om 
de x-as. Er ontstaat dan een lichaam met volume: 


b b 
Vx =n (fo) dx — 7 (g(x)? dx (7.13) 


a a 


Dat wil zeggen: het volume van het ingesloten lichaam wordt berekend, door het 
verschil te nemen van het volume van het lichaam, begrensd door de grafiek van f 
en het volume van het lichaam, begrensd door de grafiek van g. 
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Voorbeeld 10 


Figuur 7.21 
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Fen veel gemaakte fout is dat het volume van het omwentelingslichaam, 
dat ontstaat door het wentelen van de grafieken van y = f(x) en 
y = g(x), met f(x) > g(x) en g(x) > 0 op het interval [a,b] berekend 
wordt volgens: 


in plaats van de juiste formule (7.13). Beredeneer dat dit niet goed is. 


Zie figuur 7.20. We berekenen het volume van het omwentelingslichaam, dat ontstaat als 
het gebied ingesloten door de grafieken van y = f(x) = e* en y = g(x) = x°, de y-as 
en de lijn x = 2 om de x-as wordt gewenteld. 


2 
p 2 
(eZ dx — z| (x) dx 
0 
2 
beed aE dx 


Wentelen om de y-as 


Nu wordt het volume berekend van het lichaam dat ontstaat door wentelen om de 
y-as van het gebied, dat begrensd wordt door de x-as, de grafiek van y = f(x) en de 
lijnen x = a en x = b, zie figuur 7.21. Voor het bepalen van het volume Vy (de index 
y geeft aan dat er om de y-as wordt gewenteld) wordt het interval [a,b] weer verdeeld 
in n deelintervallen [x‚_; xj) met lengte Ax, waarbij a = xo en b = xn. Het midden 
van |xķ—1-Xķ] is cp. Het exacte volume AŁV op [xj-_1,Xp) van het lichaam wordt 
benaderd door het volume van de holle cilinder met hoogte f(c), binnenstraal 
Xp) en buitenstraal xj. Voor het oppervlak A van het grondvlak van deze cilinder 
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Figuur 7.22 
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D 
Il 


1 s 1 z 
(os + Zar) er | (a — Zar) 


ji 1 
r(d + Cr AX + z (Ax) -e + CX — A (ax) 


Il 


2T Ck AX 


Er volgt: AV =z A: f(c) = 2r ckf(ck)Ax. Voor het volume Vy vinden we: 
n n 
Vy = ` AV F3 2n $. Erf (Cp Ax 
k=l k=l 


Dit is een Riemann-som van 2nxf(x). 
De limietovergang Ax — 0 leidt tot: 
n b 
W= lim 23s Y cpf(c Ax=2n |x x) dx (7.14 
p= Ee, afl) |F | 


a 


Opmerking 

Formule (7.14) is als volgt op suggestieve, wiskundig niet rigoureuze wijze 
aannemelijk te maken, zie figuur 7.22. 

Wanneer de strip in figuur 7.22a om de y-as wordt gewenteld, ontstaat er 
een cilinder met een dunne wand, met binnenstraal x dikte dx en hoogte 
I f(x), zie figuur 7.22b. 

Wanneer we deze cilinder openknippen en uitrollen ontstaat figuur 7.22c. 
Het volume van deze plaat en dus ook van de dunwandige cilinder is: 


dV, = 2nxf(x)dx 





Het totale volume is: 
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Voorbeeld 11 Het gebied, begrensd door de x-as, de grafiek van y = f(x) = (x — 1)? en de lijn x = 3 
wordt om de y-as gewenteld, zie figuur 7.23. We berekenen het volume van het zo 
ontstane omwentelingslichaam. | 


3 

x(x — 1) tdr = 2e | (e nk +x) dx 
1 
3 


1 
1 1 40 
= 21| Ao el Te 
ee E 





Figuur 7.23 
y= (x-1) 
Het gebied, ingesloten door de grafieken van y = f(x) en y = g(x) en de lijnen 
x =a en x = b, zie figuur 7.24, wentelen we om de y-as. Een voorwaarde is dat 
het pee niet de y-as snijdt. Voor het volume van het omwentelingslichaam geldt: 
b 
Vy -anfas x) dx — 2r | xgla) dx 
4 j (7.15 
b 
= 2n | x(f (x x)) dt 
a 
Figuur 7.24 


Figuur 7.25 
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Voorbeeld 12 








Figuur 7.26 
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Opdracht 9 
Ga de juistheid van formule (7.15) na. 


i 
| 
if 
IN 


I 


Het gebied begrensd door de grafiek van y = f(x) = yx en de lijnen y = 1 en x = 4, 
zie figuur 7.25, wordt om de y-as gewenteld. We berekenen het volume van het zo 
ontstane omwentelingslichaam. 


Opgaven bij 7.4 


Het gebied G wordt begrensd door de grafiek van y = f(x), de x-as en de y-as. 
Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wentelen 
van G om de x-as als: 
a f(x)=4-x b f(x) =1- x 

Het gebied G wordt begrensd door de grafiek van y = f(x), de x-as en de y-as. 
Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wentelen 
van G om de y-as als: 
a fxj =4- 4 b fx) =1- x 

Voor het volume van een kegel met hoogte h en straal van het grondvlak r geldt 
Vkegel = + nrĉh. Leid deze formule af door het gearceerde oppervlak in figuur 7.26 


om de x-as te wentelen. 


J 
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Het gebied G wordt begrensd door de grafieken van s= g(t) = 3t — t° en 
s = h(t) = t. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door 
het wentelen van G om de 
a t-as b s-as 


BE Gegeven is de functie y = f(x) = e**. 
Het gebied G wordt begrensd door de x-as, de y-as, de grafiek van f en de lijn x = 2. 
Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wentelen 
van G om de 
a x-as b y-as 
Het gebied H wordt begrensd door de y-as, de grafiek van f en de lijn y = e. Bereken 
het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wentelen van H om 
de 
c x-as d y-as 


EN a Teken de halve cirkel x? + y? = 4, met y > 0. 
b Welk lichaam ontstaat als het gebied begrensd door de x-as en deze halve cirkel 
om de x-as wordt gewenteld? 
c Bereken de inhoud van dit lichaam. 
Voor het volume van een bol met straal r geldt Vo, = $ nr’. 
Toon deze formule aan met behulp van een omwentelingslichaam. 
2 y 
FE Voor een ellips met hoofdas 2a, nevenas 2b en middelpunt O geldt: —- + y= l; 
zie figuur 7.27. j 


Figuur 7.27 





Van een zeppelin wordt een ruimte met helium gevuld. Deze ruimte heeft bij be- 
nadering de vorm van een ellips, die om zijn hoofdas wordt gewenteld. De lengte 
van de met helium gevulde ruimte is 40 m en de breedte is 15 m. Bereken het 
volume van het helium. 


sg 9. Het gebied G wordt begrensd door de grafieken van y = f(x) = cos(x) en 
y = g(x) = x°. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat 
door het wentelen van G om de x-as. 


Het gebied H wordt begrensd door de grafiek van y = f(t) = tĉet, de y-as en de lijn 
y = 5. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het 
wentelen van H om de 

a t-as b y-as 
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1.5.1 


Figuur 7.28 
Kracht F 


Figuur 7.29 
Kracht F is een functie 


van de verplaatsing s 


Voorbeeld 13 
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Arbeid 
Arbeid verricht door een kracht 


Stel de grootte van de kracht F (in N) is constant. Als de beweging rechtlijnig is in de 
richting van de kracht F (in N) bij verplaatsing van s = a tot s = b (in m), zie figuur 
7.28, dan is de door de kracht verrichte arbeid W gelijk aan 

W=F.(b-—a(in)) 

Veronderstel nu dat de kracht een continue functie is van de verplaatsing s, zie 
figuur 7.29. 

De grootte van de kracht op de plaats s is F(s). De totale arbeid bij verplaatsing van 
s = a tot s = b in de richting van de kracht kunnen we als volgt berekenen. 


Ed 


F 


im 





o Sk-1 Sh “hy 


We verdelen het interval |a,b) in n deelintervallen [s‚_; sj) met lengte As, waarbij 
a = so en b = sn. De exact verrichte arbeid bij verplaatsing van sj; tot sj noemen 
we AW. Als we F(s) op het interval [sj‚_; ‚sj constant beschouwen, dan geldt er: 
ApŁW a F(sj)As. 

Voor de totale arbeid W geldt dan bij benadering: 


n n 
W = 5 AW x 5 F(s) As: een Riemann-som voor F(s). 
k=] k=1 


Voor As — 0 gaat de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval naar nul. Er 
volgt: 


b 
n 
W= li F As = | F(s) ds. 7.16 
jm, D Fso)As | (s) ds (7.16) 


Op een horizontaal opgestelde trekveer werkt een kracht F, zie figuur 7.30. Er is een 
kracht van 100 N nodig om de veer uit te rekken over een afstand van 5 cm uit de 
evenwichtsstand. Gevraagd wordt de arbeid te berekenen die nodig is om de veer uit te 
rekken van 3 naar 10 cm uit de evenwichtsstand. 
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Figuur 7.30 


1.5.2 
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Oplossing: 
Voor een veer geldt binnen zekere grenzen F = k - u, waarbij k de veerconstante 
(in N/m) en u de uitrekking (in m) van de veer is. Uit de gegevens volgt: 


100 


0,05 — 2000 N/m 





100 = k -005 s k= 


Voor de kracht geldt dus: F = F(u) = 2000 - u. De verrichte arbeid W is dan: 


0,1 
2 0,1 
W = | 2000 - u du = 1000| u? SGF 
A 0,03 
0,03 


NAAN 
N Si 


Arbeid verricht door een gas 


Een gas bevindt zich in een cilinder onder een zuiger. We willen weten wat de door 
het gas verrichte arbeid is, als het volume van het gas verandert. 

We veronderstellen eerst dat de druk p, in N/m*, constant is tijdens de verplaatsing. 
In figuur 7.31 verandert het volume van het gas van V; tot V2. Als O de oppervlakte 
van de zuiger is, dan oefent het gas op de zuiger een kracht uit van F = p - O. De 
door het gas verrichte arbeid bij een verplaatsing As = sy — sı van de zuiger be- 
draagt: 


W =F- As 
=p- 0. (%2- sı) 
= P: (0s 0s) 
= B: (Va — Vi) 


Stel de druk p is een functie van het volume V, zie figuur 7.32. Voor het vinden van 
de arbeid W bij volumeverandering van Va tot Vp verdelen we de V-as in n deel- 
intervallen [V‚_,,Vj‚| met volumeverandering AV, waarbij Va = Vo en Vp = Vn. 
Voor de exact verrichte arbeid Aj W bij volumeverandering van Vj_; tot V‚ geldt: 
AW œ p(V‚)AV. 

Voor de totale arbeid W geldt dan bij benadering: 


n n 
W=) AW x X p(V) AV 
k=l k=1 


Er volgt: 
Vp 


n ` 
W= p WJA = Vidy 
dm, Jo PV |r j 
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Figuur 7.31 
Expanderend gas 


onder een zuiger 





Figuur 7.32 
Druk p is een functie 


van het volume V 





Vi l V; V, V 


Een gas expandeert van 0,1 m tot 0,15 mè. Voor het gas geldt tijdens het expanderen 
pV\4 = C waarbij C een constante is. 
De oorspronkelijke druk is 2 - 10° N/m?. Bereken de door het gas verrichte arbeid. 


Oplossing 
Uit pV14 = C volgt voor C na invullen van p = 2- 10° en V = 0,1: 
C = 2. 10° (0,1) = 7962,14342. Met p = p(V) = C - V714 volgt voor de arbeid W: 








0,15 
W= | p(V) dV 
0,1 
Sa C 015 j 1 1 
-TA N E: b 
== . / re f arri Te =J 

| he —04 v a 0,4 (ro r) iei 
0,1 


Opgaven bij 7.5 


De lengte van een trekveer in rusttoestand is 15 cm. Er is een kracht nodig van 75 N 
om de veer uit te rekken tot een totale lengte van 18 cm. 

Bereken de arbeid die nodig is om de veer uit te rekken van 16 tot 20 cm (dit zijn 
totale lengten). 


Een spiraalveer met een lengte van 0,50 m wordt 0,20 m uitgerekt door een kracht 
van 10 N. Bereken de arbeid die verricht moet worden om de veer van 0,40 m tot 
0,30 m in te drukken. 








Figuur 7.33 


Figuur 7.34 


Figuur 7.35 
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Een kabel met een gewicht van 10 N/m hangt recht naar beneden en moet om een 
trommel gerold worden. Bereken de arbeid die verricht moet worden indien de 
kabel een lengte van 20 m heeft. 


Een zak cement van 500 N moet 8,0 m omhoog gehesen worden. Bereken de arbeid 
die daarvoor nodig is indien de kabel een gewicht heeft van 1,0 N/m. 


Gegeven een cilindervormige tank met hoogte 10 m en straal van het grondvlak 5 m, 
zie figuur 7.33. De tank is geheel gevuld met een vloeistof met massadichtheid p (in 
kg/m”). Aan de bovenkant van de tank bevindt zich een afvoerpijp. Neem voor de 
zwaartekrachtversnelling g = 9,81 m/s?. 

Gevraagd wordt de arbeid te bepalen die nodig is voor het leegpompen van de tank 
via de afvoerpijp. 


afvoerpijp 





Hiervoor wordt de coördinaat s geïntroduceerd, zie figuur 7.34. Het interval [0,10] op 
de s-as wordt verdeeld in n deelintervallen [sj ‚sj met lengte As. 
Op deze manier wordt de vloeistof verdeeld in dunne schijfjes met dikte As. 


NN KE SNN 
So Sk Sk Sn 
ad | 
AS 


a Bereken de zwaartekracht As die op het vloeistofschijfje tussen sj; en są werkt. 

b Bereken bij benadering de arbeid As die nodig is om het vloeistofschijfje van 
onderdeel a omhoog te brengen naar de afvoerpijp. 

c Bepaal bij benadering de benodigde arbeid W om de tank leeg te pompen door 
het opstellen van een Riemann-som. 

d Bereken de benodigde arbeid W om de tank leeg te pompen door het bepalen 
van de limiet van die Riemann-som. 


De tank van vraagstuk 5 is gevuld met water. Voor water geldt p = 1000 kg/m”. 

a Bereken de arbeid die nodig is voor het leegpompen van de tank als de tank 
geheel gevuld is. 

b Bereken de arbeid die nodig is voor het leegpompen van de tank als de tank voor 
de helft gevuld is. 
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Bereken in de onderdelen a, b en c de arbeid die nodig is om een tank die geheel 
gevuld is met water, van boven af leeg te pompen. De tank heeft in elk onderdeel de 
vorm volgens de beschrijving. Neem g = 9,81 m/s. Voor water geldt: 
p = 1000 kg/m”. 
a Een kegelvormige tank, de tophoek beneden, met een hoogte van 2,0 m en een 
straal van 0,5 m. 
Een bol met een straal van 1,0 m. 
c De onderste helft van een bol met een straal van 2,0 m. 


Voor een gas geldt pV} = C, waarbij C een constante is. 

De oorspronkelijke druk is 4 - 10° N/m* en het oorspronkelijke volume is 1 m. 

a Bereken de door het gas verrichte arbeid als het gas expandeert tot 2,5 m3. 

b Bereken de door het gas verrichte arbeid als het gas wordt samengeperst tot 
0,4 m. 


Een gas met een oorspronkelijke druk van 0,8 - 10° N/m? wordt samengeperst van 
24 dm? tot 4 dm”. Bereken de door het gas verrichte arbeid als geldt: 
a pV=C b pvl4=C 


Een gas zet uit van 6 dm” tot 18 dm”. Bereken de door het gas verrichte arbeid als 
geldt: 
a pV = 1200 N.m b pVb*= 30 


Een gas zet uit onder afname van de oorspronkelijke druk van 0,5 - 10° N/m? tot 
0,1 - 10° N/m?. Bereken de door het gas verrichte arbeid als geldt: 
a pV =0,5 N.m b pvb! — 0,3 


Hydrostatische kracht 


De vloeistofdruk p op een diepte h onder het vloeistofoppervlak wordt gegeven 
door: p = p - g - h, waarbij p de dichtheid van de vloeistof en g de zwaartekracht- 
versnelling is. Deze druk op diepte h is in elke richting gelijk. De hydrostatische 
kracht F op de bovenkant van een horizontaal vlak met oppervlakte O op een diepte 
h is dan 


wat gelijk is aan het gewicht van de vloeistofzuil boven het vlak. Deze kracht werkt 
eveneens op de onderkant van het horizontale vlak. 


Een dunne plaat met een oppervlakte van 2 mÊ is horizontaal geplaatst in water op een 
diepte van 3 m. Voor water geldt p = 1000 kg/m. Voor g wordt genomen g = 9,81 m/s. 
De kracht op de bovenkant van de plaat in neerwaartse richting is 

— 1000 - 9,81 - 3 - 2 = 58,86 kN 


Deze kracht werkt eveneens op de onderkant van de plaat in opwaartse richting. 
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Figuur 7.36 


Voorbeeld 16 
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Indien een vlak verticaal geplaatst is, zie figuur 7.36, is de plaatselijke druk op het 
oppervlak niet constant, maar afhankelijk van de diepte waarop deze plaats zich 
bevindt. 

Voor het bepalen van de hydrostatische kracht verdelen we het interval [a,b] in n 
deelintervallen [y‚_;,y7| met lengte Ay, waarbij a = yọ en b = yn. 

De exacte hydrostatische kracht op de gearceerde strook noemen we AjF. 

Er geldt: 


AF = pghO x pg: (c — yi) L(Yk) Ay 


en 


n n 
F= MH AF RD pg (c — vi) Lyk) Ay 
k=1 k=l 


Voor Ay — 0 nadert de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval tot nul. 
Er volgt: 


b 
n i 

F = Pen X pg- (c —ye)Lly)Ay= | pg: (c -— y)L(y)dy (7.18 
k=1 q 


In deze formule is c — y de diepte en L(y) de lengte van de vloeistoflaag op de diepte 
c — y. 


Een bak gevuld met water heeft als vorm van de zijvlakken een gelijkbenige driehoekige 
met hoogte 3 m en een basis van 2 m, zie figuur 7.37. Het water in de bak staat 2 m. hoog. 
Voor water geldt p = 1000 kg/m. Neem g = 9,81 m/s?. We willen de hydrostatische 
kracht op een zijvlak plaat berekenen. 

Voor het toepassen van formule (7.18) moeten we de lengte L(y) op een diepte h weten. 
Oplossing: 

Voor de diepte h geldt: h = 2 — y. De lengte L(y) is gelijk aan L(y) = 2 x, waarbij 

x = 4 y, zodat L(y) = $ y. 
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Figuur 7.37 





Voorbeeld 17 


Figuur 7.38 


De hydrostatische kracht op de plaat is: 


2 


F- [oant ay 
0 


2 
3 


Een cilindrische tank met hoogte 5 m en straal 2 m is gevuld met water tot een hoogte van 
3 m, zie figuur 7.38. Voor water geldt p = 1000 kg/m. Neem g = 9,81 m/s. We willen de 
hydrostatische kracht op de wand van de tank berekenen. 


Oplossing: 


De hoogte boven de bodem van de tank wordt gegeven door de waarde y, en his de 
diepte van de waterlaag met omtrek L. 
Voor L geldt: L(y) = 2:n: 2 = 4mm: 
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2 


SE 1000: 981 | (2 - y)ydy 
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3 
— | pohti) av 
0 


Opgaven bij 7.6 


Neem g = 9,81 m/s2. 


pervlak. 


— 1000 . 9,81. 4.7 


1 3 
— 1000 - 9,81 taj 


De hydrostatische kracht op de wand is: 


(3 — y)dy 


== 1000- 9,81. 4. z(s — z) = 55,47 kN 


E Een bak, gevuld met water, heeft een breedte van 2,0 m aan de bovenkant en heeft 
verticale zijvlakken. Bereken de hydrostatische kracht op een zijvlak (met gegeven 
vorm) in de onderdelen a tot en met c. Voor water geldt p = 1000 kg/m”. 

a Een vierkant met een zijde van 2 m. 

b Een rechthoekige, gelijkbenige driehoek met een schuine zijde van 2 m. 

c Een trapezium met een bovenzijde van 2 m, een benedenzijde van 3 m en een 
hoogte van 2 m. De boven- en benedenzijde lopen evenwijdig aan het waterop- 


Er Een cilindervormige tank met een straal van 2 m ligt horizontaal. De tank is gevuld 
met olie met een dichtheid p = 800 kg/m”. Het peil van de olie in de tank is 3,5 m. 
Bereken de hydrostatische kracht op een van de zijvlakken. 


ER Een driehoekige plaat ABC is verticaal onder water gedompeld. De zijde AB = 2 m 
bevindt zich 3 m onder het wateroppervlak. De tophoek C is 1 m onder het 
oppervlak. Voor water geldt p = 1000 kg/m”. Bereken de hydrostatische kracht op 


een zijkant van de plaat. 
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1.11 





Voorbeeld 18 
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Toepassingen uit de elektriciteitsleer 

Toepassingen uit de wisselstroomtheorie 

In tabel 7.1 is het verband tussen de momentane waarde van de spanning u(t) 
(in V), en de stroomsterkte i(t) (in A), voor drie gevallen gegeven. Het zijn functies 


van de tijd t. Dit betekent dat ze niet constant hoeven te zijn (vergelijk met wissel- 
stroom). 


Tabel 7.1 


pen: 
en Jee et 
dt 


Verder zijn de volgende formules bekend: 
De momentane waarde van het vermogen: 







p(t) = u(t): i(t) (in W) 


De gemiddelde waarde van het vermogen of het gemiddelde vermogen over periode 
T; 
T T 
Pgem = 7l p(t) dt = 7| u(t). i(t)dt (in W) 
0 0 
De gemiddelde waarde van de stroomsterkte: 


T 


Igem = -7 | iC) dt (in A) 


0 


Indien de stroomsterkte halve-golfsymmetrie heeft, dat wil zeggen 
i(t) = —i(t + 4 T), dan is het eigenlijke gemiddelde gelijk aan nul. In dergelijke 
gevallen berekenen we Igem over een ‘positieve’, halve periode (zie voorbeeld 18). 


De effectieve waarde Ief van een wisselstroom i(t) wordt gedefinieerd door: 





Figuur 7.39 laat een seriestroomkring zien met de spanningskromme u(t) = 100 sin(œt) V, 
mett > 0 (@ = 5 is de hoekfrequentie). We willen het volgende berekenen: 

de stroomsterktefunctie i(t) het gemiddelde vermogen Pgem, de gemiddelde waarde 
Igem en de effectieve waarde /,p. De tijd t is in seconden uitgedrukt. 
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Figuur 7.39 
50-0 f 
r | (1 — cos(2ot)) dt 
0 
500 © 
ahas í 5 zo not) = 250 W 
An 20 0 
EE: z 
z1 B 
0 0 
5f x I0 
ee =| sin(@t) d(œt) = — |- cos(wt)|j = P A 
0 
T = 
Paa z faar Ees | 25(sin(ot))? dt 
MT 27 
0 0 
T 2 
250 250 1 © 25 
mire | (1 — cos(2wt)) dt = Eken k — zo non) = 
0 
5 z 
zodat loff = 7 V À. w 
Voorheeld 19 In de stroomkring in figuur 7.39 vervangen we de weerstand door een spoel met een 
zelfinductie L = 0,01 H. We zullen de stroomsterktefunctie i(t) en het gemiddelde ver- 





mogen Pgem berekenen voor œ = 1000 s71. Stel de integratieconstante in de formule 


voor i(t) gelijk aan nul. 


D= ‚ [eo di = 5 


= 10 [sinctooop d(1000f) = —10 cos(1000t) A 





[roc sin(1000f) dt 
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p(t) = u(t) - i(t) = —1000 sin(wt) cos(œ t) = —500 sin(œ t) W 


T s 
P =>] (tydt = > | 500 siz t)dt 
gem ST p yii (20 

0 0 


5000 f. 500 2r 
TE nen | sin(2ot) d(2ot) = a \cos(2o tj = 0 W 


! Opdracht 
, Teken de grafiek van p(t) en controleer dat Pgem = 0 W. 


7.7.2 Opladen van een condensator 


We bekijken het opladen van een ongeladen condensator in een netwerk, zie figuur 


7.40. 
Figuur 7.40 i(t) R 
Netwerk met een 
condensator C + 
U A 


Als de stroomsterkte 7 (in A) constant is, dan is de lading Q (in C) van de condensa- 
tor na t seconden: 


Olt 


Stel nu į = i(t) de stroomsterkte is een functie van de tijd, zie figuur 7.41. 


Figuur 7.41 i(t) 


Stroomsterkte í als 





functie van de tijd t 


O= to Bes $ T=t, t 


Voor het vinden van de lading op de condensator na T seconden verdelen we het 
interval op de t-as in n deelintervallen [t‚_;,t,) met toename van de tijd At, waarbij 
0 = t en T = tn. De exact opgeslagen lading op het tijdsinterval [tj ,t,) noemen 
we Aj Q. Er geldt: 


AQ As i(t)At 
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Figuur 7.42 


Figuur 7.43 
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Voor de totale lading geldt dan: 


Q= 5" AQ Y i(t)At 
kl k=l 


Er volgt: 
n T 
= i Er At = | ipat 1-19 
Q= jim, Jo itn) Ke (7.19) 


Wanneer de condensator op tijdstip t = 0 niet ongeladen is, geldt voor de totale 
lading Q op tijdstip t: 


i 
Q = Q(t) = Q(0) + [oe (7.20) 
0 


met Q(0) de lading op tijdstip t = 0. 
Er is een andere integratievariabele genomen omdat t in de bovengrens voorkomt. 


Opgaven bij 7.7 


In de opgaven 1 tot en met 6 is Pgem de gemiddelde waarde van het vermogen, Igem 
de gemiddelde waarde van de stroomsterkte en Ier de effectieve waarde van een 
wisselstroom. Stel de integratieconstanten gelijk aan nul. 


De periodieke zaagtandkromme in figuur 7.42 is de stroomsterktekromme i(t) van 
een stroomkring met een weerstand van 10 Q. Teken de spanningsfunctie u(t). 
Bereken Pgem, Ígem en Ieff- 


i(t) 
A 
20 


O 1 2 ms 3 t 


De periodieke zaagtandkromme in figuur 7.43 is de spanningskromme u(t) van een 
stroomkring met daarin opgenomen een spoel met een zelfinductie van 0,2 H. 
Teken de stroomsterktefunctie i(t) als t € [0,105] s. Bereken Pgem, Igem en Ieff 
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Figuur 7.44 


Figuur 7.45 


Figuur 7.46 


Toepassingen van de integraalrekening 


De periodieke zaagtandkromme in figuur 7.44 is de stroomsterktekromme i(t) van 
een stroomkring met een condensator met een capaciteit van 25 uF. Bereken Pgem, 
lgem €n leff. 





In een RLC-seriestroomkring met R = 109, L = 0,50H en C = 20uF is de stroom- 
sterktefunctie i(t) = 0,74 0! +0,74 sin(320t)A. Bereken de overeenkomstige 
(momentaan)spanningen ur(t), uc(t) en uy(t) over R, Len C. 


In figuur 7.45 is de stroomsterktekromme op periode T gedefinieerd door: 


| T 

10 sin(œt) voor 0< t< — 

, O 
HE = n 

0 voor — < t < — 

@ W 


De eenheid van i(t) is ampère en die van t is seconden. Bereken Igem €n Teff- 





Bereken Igem en Ieff van de stroomsterktekromme in figuur 7.46, die op een halve 
periode gedefinieerd is door 


| 400 voor 0 < t < 0,025 
I(t) = 


Oe” 1000t-0,025) voor 0,025 < t < 0,050 


De eenheid van i(t) is ampère en die van t is seconden. 


i(t) 
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1.8 


1.8.1 


Figuur 7.47 


Toepassingen van de integraalrekening 





Door een weerstand R (in Q) vloeit een stroom í (in A). Als de stroomsterkte I 
constant is geldt voor de hoeveelheid gedissipeerde energie W (in J): 

W = P . R. t, met t de tijd (in s). 

Gebruik dit om de hoeveelheid gedissipeerde energie te berekenen als į een functie 
is van de tijd op het tijdsinterval [a,b]. 

a Leid door het opstellen van een Riemann-som af dat voor de hoeveelheid 


gedissipeerde energie op het tijdsinterval [a,b] geldt: 
b 


W = [am dt 


a 


b Bereken W als R = 2kQ, if) =3t A a=0 sen b= 10 s: 


Zwaartepunten 


In bijvoorbeeld de mechanica speelt de ligging van het zwaartepunt een belangrijke 
rol. 


Zwaartepunt van een stelsel puntmassa's 


We gaan eerst uit van een stelsel massa’s mı,mņy, . . .,Mn geplaatst respectievelijk in 
de punten x1,X2, . . .,Xn, zie figuur 7.47. Gevraagd: ligging van het zwaartepunt xz. 
X 
Xi X Xy 7 Xk +l Xn 
m, m, m, Mn m, 
Stel x1,x2, . . . „Xp liggen links van xz en Xk41:Xk+2> - - -Xn liggen rechts van xz. 


In xz geldt: som van de momenten is nul, dat wil zeggen: 


Hieruit volgt: 


n n n n 
Dg; = Yo vig > xag Y mi = ED xim; 


ž, XiMi n 
i=l pJ 
>, Mi i=] 


waarbij M de totale massa van het stelsel is. 








Figuur 7.48 





Voorbeeld 20 


Toepassingen van de integraalrekening 


Vervolgens gaan we uit van een verzameling van n deeltjes ligt in een plat vlak. Deze 
deeltjes stellen we ons door punten met de coördinaten (xj ,y1), (X2,92), - - … (Xn‚Yn) 
in een coördinatenstelsel. In figuur 7.48 hebben we drie gelijke deeltjes getekend. 
Het punt Z = (Xz,yz), waarbij 


i 
== ar 2 Vi (7.21) 





De plaats van Z staat los van de keuze van de coördinaatassen. In de mechanica 


n 
worden de n deeltjes vaak vervangen door één enkel deeltje met massa M = X` mj 
i=1 
in het punt Z. 


In een plat vlak is het statisch moment van een deeltje ten opzichte van een rechte 
lijn in het vlak het product van de massa van het deeltje en de kortste afstand van 
het deeltje tot de rechte lijn. 

In figuur 7.48 heeft bijvoorbeeld het deeltje met massa mı het statisch moment 
mı : xı ten opzichte van de y-as en mı : yı ten opzichte van de x-as. Het statisch 
moment van een stelsel puntmassa's ten opzichte van de x-as wordt aangegeven 
met Mx en ten opzichte van de y-as wordt aangegeven met My. Formule (7.21) 
kunnen we nu schrijven in termen van statische momenten: 


n n 
DGM > Vi Mi Dn 
i=l eF _ i=l et T.22) 
AE =m PA = e (7. 
>, Mi Mi 


i=l 


Hierin kan x; of y; ook negatief zijn. 


Zie figuur 7.49. Een massa van 20 g is geplaatst in het punt (3,1), waarbij de afstanden in 
cm zijn. De massa's van 35 g en 15 g zijn respectievelijk geplaatst in de punten (—2,4) en 
(5,3). We berekenen de ligging van het zwaartepunt Z. 
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3 
Di Xi Mi 
Xz = = 
> M 
E 
S te rn 
a 20 + 35 + 15 en 
3 
2 Vi mi 
Yz = = 
2, mi 
e] 
1-20 64-35 +3715 
a i a a a n 
0435 + 5 En 
De ligging van het zwaartepunt: Z = (0,929; 2,929). a 


Figuur 7.49 





182 Zwaartepunt van een vlakke figuur 
Een plaat heeft de vorm van het gebied G in figuur 7.50. De dikte van de plaat is D, 
de massadichtheid is p en het gebied G wordt begrensd door de x-as, de lijnen x = a 


en x = ben de grafiek van y = f(x). 


Figuur 7.50 





Xite *%k 


Voor het bepalen van de ligging van het zwaartepunt Z = (Xz,yz) verdelen we het 
interval |a, b| in n deelintervallen [xj_; ‚xj, met lengte Ax, waarbij a = xo en b = xn. 
Het punt c‚ is het midden van het interval [xy „Xp. 

Van de gearceerde rechthoek is de ligging van het zwaartepunt (cj‚f (cj). 

De statische momenten van de gearceerde rechthoek ten opzichte van de y-as en de 
x-as zijn respectievelijk cpf (cj) DAx en 4 cpf (cy) DAx. 
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Toepassingen van de integraalrekening 


Voor xz vinden we nu bij benadering: 


id E Rf pDA P cf (Ck) Ax 
>- pf(ck)DAx >, fch Ax 
kel il 


Voor Ax — 0 gaat de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval naar nul. Er 
volgt: 


lim È aflar Fda b 


Ax0 1 4 l 
EE NE Nn 5| xf (x) dx (7.23) 
dim Er Ck) J P dx a 
waarbij O de oppervlakte van het gebied is. 
Voor yz vinden we nu bij benadering: 
ESDA E zle 
We 62 k)PÍ (€k) 2d 
Jz = M ORR 
2a pf(ck)DAx > f(ck)Ax 
k=] =] 


Voor Ax — 0 gaat de gemaakte fout in de benadering op elk deelinterval naar nul. Er 
volgt: 





l 
Jim, X gf A z | COP ar è 
p= seg | ade (7.24) 
mear mar a 


Op overeenkomstige wijze kunnen we formules afleiden voor de ligging van het 
zwaartepunt van een gebied, begrensd door de grafieken van y= f(x) en 
y = g(x), waarbij f(x) > g(x), en de lijnen x = a en x = b. Er geldt (ga dit na!) 


xif(x) — g(x)| dx (7.25) 





en 


b 
ye = z5 | (COP-a) dx (7.26) 
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Voorbeeld 21 


Figuur 7.51 


Figuur 7.52 


Voorbeeld 22 





Toepassingen van de integraalrekening 


We willen het zwaartepunt bepalen van het vlakdeel, begrensd door de parabool 
y = f(x) = xê, de x-as en de lijn x = 2, zie figuur 7.51. 
We gebruiken de formules (7.23) en (7.24): 


2 2 

ie dn ee R, o E 
o= [rde |x =|) 3 

0 0 
2 2 i 
[wa [ka] "| =a 
A= Jo 

0 0 


i 2 í I g 
Ko o n Er 


We vinden: 





De grafieken van y = f(X) = xs en y = g(x) = x begrenzen een gebied in het eerste 
kwadrant, waarvan we het zwaartepunt willen bepalen, zie figuur 7.52. 
Het zwaartepunt wordt berekend met de formules (7.25) en (7.26): 


1 
Xx dx — pee 
0 


© 

| 
dn Gd RE 

Q 

en | 

Tas 

Galie 

>x< 

| 

—— 

-h 

N 

Ep 

5 

x< 

| 
E A 











Toepassingen van de integraalrekening 


We vinden: 













1 


l 8 

x% = y | x00 — g(x) dx =4 r 
0 

en 

En A 

JEE 2 2 K h 
je = zg | (COP) dx 2 = 
i “ 


Opgaven bij 7.8 


RE Bereken in de onderdelen a tot en met e het zwaartepunt van de vlakke figuur, 
begrensd door de gegeven grafieken en de gegeven lijn(en). 


( 
( 
=f) = MENE = BF = 0 
( 
( 


PE Bereken het zwaartepunt van het gebied, begrensd door de grafieken van 
y = f(x) = e““ en y = BE) = = y, 


7.9 Overige toepassingen van de integraalrekening 


In deze paragraaf bekijken we aan de hand van opgaven nog wat andere toepassin- 
gen van de integraalrekening. 

In de opgaven moet steeds een Riemann-som voor de te berekenen grootheid wor- 
den opgesteld. Vervolgens kan een integraal worden verkregen door een limiet van 
deze Riemann-som te nemen. 
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Figuur 7.53 





Toepassingen van de integraalrekening 


Opgaven bij 7.9 


Een sluisdeur wordt in 3 minuten gesloten. Het water stroomt tijdens het sluiten 
door de sluisdeur met een snelheid van q(t) = 500(3 — t)* m°*/minuut. Bereken de 
hoeveelheid water die tijdens het sluiten door de sluisdeur stroomt. 


Op het tijdstip t = 0 begint het te regenen, en na t uur valt er $ (t + 5) mm/uur aan 
regen. Bereken hoeveel mm regen er gedurende de eerste 6 uur van de regenbui valt. 


Een rechthoekige opening in een sluisdeur bevindt zich geheel onder water. De 
afmetingen van de opening zijn 5 m breed en 1,5 m hoog. Het water stroomt met 
een snelheid van 8 km/uur in de richting loodrecht op de sluisdeur. De opening 
wordt in 3 minuten gesloten door twee horizontaal beweegbare schuiven, die met 
gelijke constante snelheid naar elkaar toe bewegen. Bereken de hoeveelheid water 
die tijdens het sluiten door de opening in de sluisdeur stroomt. 


Een metalen plak (lengte 5 cm, breedte 2 cm en dikte 1 cm) wordt in de lengterich- 
ting ondergedompeld in een chroombad, met constante snelheid v = 0,25 cm/s. Als 
de plak net niet geheel is ondergedompeld (bovenkant blijft kaal), wordt hij weer 
opgetrokken, met dezelfde snelheid. In het chroombad slaat per seconde 0,4 mg 
chroom per cm? neer op de plak. Hoeveel chroom slaat in totaal neer op de plak? 


Een tank gevuld met water stroomt leeg via een kraan onderaan de tank. Door de 

kraan stroomt een hoeveelheid water met een snelheid van q(t) = 15 — vt liter/ 

minuut, waarbij t de tijd in minuten. 

a Bereken de hoeveelheid water die gedurende de eerste 10 minuten uit de tank 
stroomt. 

b Bereken de hoeveelheid water op tijdstip t = 0 in de tank, als de tank leeg is op 
het moment dat de uitstroomsnelheid nul is. 


Herhalingsopgaven 


De vergelijking van een ellips met hoofdas 2a, nevenas 2b en middelpunt O is: 


2 2 
xX 
ftis be 
a b? 
Van een ellips is de hoofdas 20 cm en de nevenas 9 cm. 
Bereken: 


a De oppervlakte van de ellips. 
b De omtrek van de ellips. 
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Toepassingen van de integraalrekening 







De boog van een brug heeft de vorm van een bergparabool, zie figuur 7.53. De 
hoogte boven het wegdek is 15 m en de lengte van de brug is 50 m. Bereken de 
lengte van de boog van de brug. 


Van een tank hebben de zijvlakken de vorm van een gelijkbenige driehoek, met de 
tophoek naar beneden. De hoogte van de driehoek is 4 m en de basis is 2 m. De 
lengte van de tank is 5 m. De tank is gevuld met water en het water staat 3 m hoog in 
de tank. Voor water geldt p = 1000 kg/m”. Neem g = 9,81 m/s?. 

a Bereken de arbeid die nodig is om de tank van boven af leeg te pompen. 

b Bereken de hydrostatische kracht op een zijvlak. 


Bereken het zwaartepunt van het gebied, begrensd door de grafieken van 
y = f(x) = e™ en y = g(x) = x, de y-as en de lijn x = 2. 


Gegeven is de functie y = f(t) = In t. Het gebied G wordt begrensd door de grafiek 

van F en de ijen £ = 6 6n y= 1; 

a Bereken de oppervlakte van het gebied G. 

b Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wen- 
telen van G om de t-as. 

c Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het wen- 
telen van G om de y-as. 





Een voertuig remt op t = 0 s met een vertraging van m/s“. De snelheid op 


t = 0 sis 30 m/s. Bereken de remweg. 


4 
yI % 


Samenvatting 


Oppervlakte 
De oppervlakte van het gebied, ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de lijnen 


b 
raara bis 0 = | [fixjjde 
á 


De oppervlakte O van het gebied ingesloten door de grafieken van f en g op [a,b], 
b 

waarbij f(x) > g(x) voor elke x € [a,b] is O = f (f(x) — g(x)) dx. 
a 

Versnelling, snelheid en weglengte 

p= | adien s= |ťdt 


Booglengte 
De booglengte van de grafiek van y = f(x) tussen de punten met x-coördinaat 


b 7 
x= gena = þ luidt s= |y 1+ F) dx. 
a 


Volume van omwentelingslichamen 
Het gebied, ingesloten door de lijnen x = a en x = b en de grafieken van y = f(x) 
en y = g(x), met f(x) > g(x) en g(x) > 0, wordt gewenteld om de x-as. Er ontstaat 


b b 
dan een lichaam met volume Vy = m f Fi dx — a Í (g(x) dx. 
a a 









F 
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Het gebied, ingesloten door de grafieken van y = f(x) en y = g(x) en de lijnen 
x =a en x = b wordt gewenteld om de y-as. Een voorwaarde is dat het gebied 
niet de y-as snijdt. Voor het volume van het omwentelingslichaam geldt 

b b 
Vy = 2r | xf(x) dx — 2r f xg(x) dx. 

a a 
Arbeid verricht door een kracht 
De verrichte arbeid W door een kracht F bij verplaatsing van s = a tot s = bin de 


b 
richting van de kracht is: W = f F(s) ds. 
a 


Arbeid verricht door een gas 
De door het gas verrichte arbeid W bij volumeverandering van Va tot Vņ is 


Hydrostatische kracht 
Op een verticaal geplaatst vlak dat zich op een diepte bevindt tussen a en b is de i 
hydrostatische kracht F 


In deze formule is c — y de diepte en L(y) de lengte van de vloeistoflaag op de diepte 
C—y. 


Toepassingen uit de elektriciteitsleer 


De gemiddelde waarde van het vermogen of het gemiddelde vermogen over periode T: 
T 


Poem = 7l u(t) - i(t)dt (in W) 
0 


De gemiddelde waarde van de stroomsterkte: 
T 


0 


De effectieve waarde Ie van een wisselstroom i(t) 





Zwaartepunten 
Het zwaartepunt Z = (Xz,yz) van een gebied, begrensd door de grafieken van 
y = f(x) en y = g(x), waarbij f(x) > g(x), en de lijnen x = a en x = bis 
b b 
xz = 5 |) — g0) dx en ye = 35 | (POPE) ax 
Z O Z 20 » 
a 


a 


waarbij O de oppervlakte van het gebied. 
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Antwoorden 











1 Basisvaardigheden, basistechnieken 5 
1.1 Inleiding 
la. (3,5) 
Ib. (4,5) 
le; (3,7) 
ld. onmogelijk 
2a [3,00) 
2b. — (—00,5) V (7,00) 72 
3a. — = l 
2c (—00,7) 65 65 
2d 0,5) 3b EE a i= 
Ea l 24 24 
3 S= pepe 61 5 
v 36 = 4 
14 14 
35 3 
3d — = 4— 
8 8 
1.2 Rekenvaardigheden 457 25 
3e — = 12 — 
36 36 
la. 29 £ Ì 
9 
o ie 3 113 S 
p 5 60 60 
ld 243 m 65 Dn 5 
le 16 ' e TTR 
EE: a 2 
lg 8 3 
lh 37 5b. 3v2 
l 
li 13 5c ri V2 
5d V7 





sj ANTWOORDEN 


5E. 


8a. 


8b. 


Symbolisch rekenen 


z“ + 22y + öx 
10xy — 6yz 
a? + 4ab + 4b? 


3ax + 3bx + 3cx — ay — by — Cy 


x2? —9 
Ac? — 4cd + d? 


a° + b? + c? +2ab + 2ac + 2bc 


x? —6x+9 
BS — De) 
x(5 — x) 
pp =p 422) 
yay — y* +6) 
(3x — 2)(1 — x) 
2a(a® — 2a — 3) 
(x —I)(X +7) 
2(b — 2)(b + 2) 
4(x? +9 
3(x + 5) 
(4x + 2) 
(2x + 3)(x + 2) 
(p + 24)(p + 5q) 
t(t — 3)(t — 2) 
AOE- 
y-2 

cy — b 
a 

4a 
2 — ay 
y(b - a) 

a+b 

3ay 
3-a 
2a+2b-—-c-d 





) 
(£= 2) 
2 




















*= 3a+3b+c+ä 
me y(3b — 5a) 
_ Zia Zj 
(2 — 
er (2 — Y) 
6y +1 
bv 
J= bv 
R- Rı Ro R3 
Ri Ro + Ri R3 + Ro R3 
er- 
An? 
t=hġ+b= y AT 
V1 Vo 
5 B 40 E 2V1 v2 
SM t pph 


1.4 


la. 


Ib. 


Le. 


ld. 


2a. 


2b. 


2C. 


2d. 


3a. 


3b. 


3G: 


3d. 


4a. 


4b. 


4C. 


4d. 


5a. 


5b. 


5C. 


5d. 


6a. 


6b. 


6C. 


6d. 


ta. 


7b. 


TC. 
8a. 


8b. 


8c. 


1.5 


la. 


lb. 


lc. 


ld. 


2a. 


2b. 


2C: 


2d. 


3a. 


Het oplossen van vergelijkingen 


x = —2 
g =9 
o 1l 
a 
_ 33 
e= m 


be 
Il 
< 
se 
Il 
U9 


x=->vx=2 
y=- Vx =3 
w= l3 
= 8 
x = —2 
geen oplossing 
=D 
=d V= 
=a 
T= 
l 
aint: 
p= 2 
5 
=3 
x=2 Wd 
x=4Ny=2 
=3 Ay=-l 
xl Ay=ą 
iBar 
5 5 
ab 
d=6 ALAS 
#56 Ap=3 


Kı = 20 +0,05ten K = 10 + 0,07t 


t > 50 (minuten) 
t < 410 (minuten) 


Machten 


28a 


x = 2,345: 1074 en y = 6,7894567 - 





10° 
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3b. xy = 1,592127596 - 10° en Ja. x=-lofs=1 
Ž = 3,453884609 - 10 8 U SS DAL e= 
y 3C. š= ~l] oft = 5 
4a. = 80- V l h 
a p=s0ew m 3d. tag dike 
4b. V = 7,394262356 - p 17 
-3 10-12 4 
5. T = (1,5) 2 -10 (m 
6a. Ke = (1,04) - 1000 = 1265,319018(E) 1.8  Herhalingsopgaven 
6b. €1103,02 
" ad + bc 
bd 
1.6  Logaritmen 2 
D 
3a? 
ja 5 | ie —ac — bc + 3b 
5 
lb. 0 
3b° 
la  =4 Id. = 
a 
2a g= 0 l 
ob i 2b. z a+ 2b -— 2c 
; X = 
4 5 dà veran? 
jc. x = 00 ©: a- — LA C +H LacC ce 
A esal 2d. 6ab+3b 
2e. x e? 3a. 3la® 
4 3 2 
2 
a yat gp, S ta b+ab 
27 a? — 2ab + b? 
_ l 
3a. x= 1296 Bien on 
3b. {= 6 Kz 
3c. x = 0,9809300877 3d. x =7x+6 
3d. x = —0,1934264036 4a. a 
3e. x= 0,6931471806 t apiri 
J, kan niet š ; 
Aa. h = 5,678873588 - log(w) Ac. xX? + 222 
, 1 
4b. h=? logw, Ad. 12.22 
h 5a. (x— 2)(x +2) 
AC. == (5) ‚WA = BS; wlia) = 3,0625; 5b. (x—6)(x+ 1) 
w(5) = 7,59375; w(6) = 11,390625 5e (a+ Na +1) 
5a. t = 1,25 dagen 5d. (a+b) 
5b. t= 4,152410... dagen B Sa 
6a. y = Ds e”% 5 3 
5 6b. =^ 
6b. == XE Lega 
a id 2 
BE peyi 6c. x=-Zofx=2 


6d. — 10VZ of y = 107 V2 
4 7 6d. x= -1l-—V6ofx=-1l+vV6 


4b — 2a 
E ae 
1.7 De absolute waarde m pa b- VD? +8a p E bt JR Ba 
E 4 E 4 
la. y= -20o Ee P Let ab 
Ib. x=2ofx=4 7e. ga ETE yh ae of 
lë. kan niet 2 
2 
—(a+ c) + a+ €) —4b 
ld. en Safra t mI ( ) ( ) 
3 2 
2. alsx < 0: 2 Js als0 Ex S L-as r 


3X — 2 
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1 l 
a+ b- (a1 D +4c ld. snijpunt met n-as: n = ——= = — V2; 
prm snijpunt met m—as: m = —1 
at b+ a- D" +4c 2 
ata Adak lami ad 2a. (a — 1)" + 
a 2b. («+2 +11 
8a x= log3 3 27 
r 1 5 2C. 2(x — a eene 
8b xe log > = —log3 2 2 
I. 2 1 
gë T.: 2d. 7 (x-—3) ts 
2 Et 3 l 3a. dalparabool; snijpunten met x-as: 
8d. x = los( 5-55) of x =2 los( 5 +5 vS) t=- ym 1 top (—1, — 4) 
3b. bergparabool; geen snijpunten met t-as; top: 
ga. x= 0,01 (2, — 2) 
3 ali 
Ib. x= V2 ze. dalparabool; snijpunten met k-as: 
9c. x=-2ofx=2 3 
9d. x = 102 of x = 10-72 ks A ke R op CL) 
6 3d. bergparabool; geen snijpunten met p-as; top: 
10a a A s E l fi 
(em Fi an =) 
6 15 | 8 
lb. a=—enbf-— 4. snijpunten: (3,0) en (-3,-12) 
15 
5a. D = 4 
A 15 
2 Functies 5b. b> 
15 
21 Inleiding 5c. b< 
6a. (x -— 2)? — 36; snijpunten met x-as: (—4,0), (8,0); 
la. Df :x < —1 V x > 4; Bf: y > 0; stijgend als snijpunt met y-as (0,—32); top (2,—36) 
x > 4, dalend als x < —1 6b. (3 — V46,11 — 2/46) v (3 + v46,11 + 2/46) 
lb. Dg: -2<t<2;Bg:0 Ss <2; stijgend als 6c. 346 ex <3 + 46 
-2 í f <0 dalend als 0 <t <2 Ta. x=g(y)=1+yy-— 2V x= gly) 
Ic Dr : a € R; Bg : 0 < b < 1; stijgend als a < 0, ET E m. 
dalend als a > 0 7b. de grafieken zijn elkaars gespiegelden t.o.v. de lijn 
Ld. Dg : s Æ 4; Bg : t # 0; dalend als s # 4 y=x 
le. Dr : x € R; Bp : y € R; stijgend als A D 
ee Bures dend de Her ei 8. geen snijpunten als 0 < p < g Één snijpunt als 


If. Dg : a #0; Bg : b > 2 V b < -—2; stijgend 


4 T 4 
p = — twee snijpunten als p < 0 V p > — 
als a < —1 V a > 1, dalend als -1l <a < 0v0 < 9 9 


agi 9, als p = 12 (minimum = 6) of 
2 D:0<t<5enB;:0<s<75 aia 
10. -7 4< 9 
lla. y= -12 
; lib; xel 
22  Standaardfuncties ] 1 
Ic. —,— 12 
‚ eze Pp 
la. snijpunt met x-as: x = — 7 FA (—1,—18) 
snijpunt met y-as: y = 1 
m 3 
1b. snijpunt met r-as: r = — , M , 
5 - 23 Rationale of quotiëntfuncties 
snijpunt met p-as: p = 3 
‘5 9 
16, snijpunt met a-as: a = — 5 la. vert. asymptoot: x = 4; hor. Asymptoot: y = 2; 


m 3 
snijpunt met x-as: x = 5 


lb. vert. asymptoot: x = 2; hor. Asymptoot: y = 0; 
snijpunt met x-as: geen 


| oo 


snijpunt met b-as: b = 





lc. 


la. 


vert. asymptoot: x = 1; hor. Asymptoot: y = — 


snijpunt met x-as: x = 2 


l 
vert. asymptoot: x = —4; hor. Asymptoot: y = p 


snijpunt met x-as: x = 6 
vert. asymptoten: x = 2, x = 3; 


snijpunten met x-as: x = —l,x = 0, x= 4 


Exponentiële functies 





EED 

x > —5 

x >3 loge = CES — 1,6309298 
log 3 

3 log 6 

x >3 log2 == 2,58496250 
log 2 

tb 

f< 2p 


t > b 2 log3 = 1,585b 


f(1) = 1231; f(2) = 1512; f(3) = 1851; 
f(4) = 2257; f(5) = 2739; f (6) = 3306; 
f(T) = 3965; f(8) = 4721; f(9) = 557 
f(10) = 6517; f(11) = 7543; f (12) = 8635; 


f(13) = 9770; f (14) = 10922 
na 17,80 dagen 

21.000 

222 

f(t) = 1000 - (1,03) 

€ 1304,77 

na 23,45 jaar 


f(t) = 1000 - ( 12/1,03) (t in maanden) 


Logaritmische functies 


x= Ö 
geen oplossingen 
x= 10%! ~ 1,2589 


l 1l 
E= oe i 7 v0,6 (x = 0,1127 of x = 0,8873) 


2 
0 < << 256 


—4 <x<4 
ILLA 


laga 
3 S 


x>4 
tagi 
2 HE- 
ý > 6 

Ks ZA vb 


O<x<10ofx > 10 


2.6 


la. 
lb. 


le. 


ld. 


2C. 


4a. 


4c. 
5a. 
5b. 
96. 
5d. 


2.1 





Grafieken verschuiven en vermenigvuldigen 


2 naar rechts verschuiven. 

2 naar rechts verschuiven en 13 naar beneden 
verschuiven. 

2 naar rechts verschuiven en spiegelen t.o.v. de 
y-as. 

inkrimpen met factor 2 t.o.v. de y-as, 3 naar rechts 
verschuiven, oprekken t.o.v. x-as met factor 2, 
spiegelen t.o.v. de x-as. 

grafiek van g(x): grafiek van f(x) 2 naar rechts 
verschuiven 

grafiek van h(x): grafiek van g(x) over een afstand 
log 3 omhoog verschuiven, òf: 

grafiek van h(x): grafiek van f(x) met factor 3 
inkrimpen t.o.v. y-as en vervolgens 2 naar rechts 
verschuiven. 


bete kul Wte OL 
ID - Bt IUD an 
t = 2,52 seconden 





g(x) =3+ = 
h(x) = —(£ 4-2) = 2x 
K= 2-—-x 
k(x) = 3 + He -x 


Samengestelde functies 


y =logzenz = x3 -x 
y= Eens 7 =] 
y=logz,z= /wenw=x-5 
y = 7, z = logw, w = yx -4 
h(t) =3(-tf — 1) +2 = -3t -1 


h(t) = log( E r L) 


3 
Ko = (val te(= 
h(t) = log(10°) 
h(x) = (-x +3)? — 1 = x? — 6x + 8 en h(x) = 
(xx - 1)+3 = -x +4 
hı(x) =log(10* + 2) en ho(x) =x+2 


hı (x) = log((log(x° + 3)) +2) en ho(x) = 
log((log(x? + 2))*+3) 
h(x) = x en helx) = x 


PE) = HET g(h(f(&)) = 


log( y4 + 1) en h(g(f(x))) = log(+) d-1 
fi(x) = (log(2*))*, fi (2) = 0,3625; 
f(x) = log(2?*), f(2) = 1,2041; f(x) = 20080", 
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B(x) = 1,0648; f(x) = 2080 
EF 

Bio = (28), K) 

fe(x) = log(2* ); f(2) = 1,2041; 


alleen f4 en fs zijn identiek (dus niet f) en fẹ). 


6. Opp(t) = An(1l + Yt — ki en Inh(t) = 
=a 4 WEST 


), f(2) 
= 1,5179; 








= 1;9179; 


2.8 Inverse functies 
l 10 
la. pijn 
Ib. y= h(x) a 
A y = g(x) = +vyx + 1 (feitelijk twee functies) 
ld. y= hx = 3" —l 
2a. y=g = logx+1 
2b. vl) = Ll Eye l 
Xx +l 
2e, Pe 
l 
2d. ý= g) ==> G + 2) 
2.9 Functies met absolute waarden 
Ib. x<-—l:f(x)=(x—-6(x+1); 1 < x < 0: 
f(x) =-(x-6(x+1;0<S<x<l: 
fix) = (at 6x — Ii > 1 
f(x) = (x+6)(x — 1) 
5 l 5 l 4 4 
IC; E a aT 83, m =e 
3a. —2 <<x<5 
3b. TEITE 
de. Zere deb 
3d. XS 5 of x > 5 
210 _Herhalingsopgaven 
l 
L f0) =L f(-1) = LID zr 
l 
We pieten 
2a. y= f(g(h(x))) = V22H 
2b. y = f(g(h(x))) = (log(2/x)) +1 
x= —4ofx= 1 
i y = g(x) = log(x + 1) 
T- X=Aot®= ll 





9x — 23 
9. es = 
y = g(x) T: 
69 2 
i pn NE E, 
10 EEE tm V2 
3 Goniometrie 
3.2 Driehoeksmeetkunde 
la. æ = 60° 
l 
lb. Siig. = = > VB, cosa => 
A 

5 |3% 

l 1 1 
et fieltal ze 
ene Jo faa a | Pre 

3 niet 

5 133,06° of 12,81° 

6. 45,75 meter 

7. AC=28,07; /A=27,93° ; /B=110,07° 
8 /A=90° ; /B=22,62° ; /C=67,38° 

9, BC=6,43; /C=86,98° ; /B=53,02° 
10. 31,5 meter 


lek, Nee, hij komt 3,96 liter tekort. 


Goniometrische functies 


3.3 






a (in an P Hr 
radialen) {7 ie 

ahtri 
paa r eae 


1 Bestaat l 
tan a y — 






l 1 l 

2a. = = v3, — 

a —57VszVs 

i l 

2b. = v3, —, v3 
2 v3 2 va 

3: a = 75°, sina = 0,97, sin(a + 7) % —0,97, 
cos a == 0,26 , cos(a + 7) = —0,26, tan a ~ 3,73 en 
tan(a + r) = 3,73 


2,70 cm 








6a. 


6b. 


12. 


3.4 


la. 


lb. 


© 


3.5 


l 
ikk 152 ~ 88,36cm? 


30 + = n= 41,78cm 

922,19 km 

periode=r, evenwichtslijn: y = 2; 

amplitude=3; beginpunt: (4 T, — 1) 
3 


l l l 
grtn EPSE kor 





Goniometrieformules 


x = —r = 135° 


A|% 


l 
COS % = =g vi tan a = —l 


sin a 





COS % == & 1 — (sin 4)“ en tan a = 
COS « 
l 4 
—— sin(2x) = F —V5; 
g Sin( ) Fo vs 
ji | id 1 
cos(x) ze Ee VSC; sin(3x) = 4> V6 


— 8(cos x)° +1 


, 1 
sina = + v5; cos(2x) = 


cos(4x) = 8(cos ai 
COS x + COS y 


= 2 cos (5 (x + y) COS 5 (x — y) 


De cyclometrische functies arcsin, arccos en 
arctan 






bestaat bestaat 
arcsin x 
niet niet 
bestaat bestaat 
arccos x l T — P à 
niet 2 niet 
i l 1l l l 
arctan x nt ->T =i ii 
3 4 4 3 


q = arctan( P $ a s ) E, arctan ( 7 1) 


Pr? 
2ab 












jji arccos( 


Goniometrische vergelijkingen 


x = 0,4115 + k - 2r of x = 2,7301 + k: 27 
x = 0,2303 +k- x 

x = +2,2143 + k - 27 

x = 0,3687 + k- tof x = 1,2021 +k-n 


2 2 
x = 0,2432 + k-z n of x = 0,8040 + k- or 


2b. 


2C. 


2d. 
3a. 


3b. 


36. 


3d. 


4a. 


4b. 





x = +0,3927 + k -r of x = 1,1781 +k-t 
x = 0,2649 + k - nofx = 1,3059+k-r 
x = +0,4126 + k - n 


i 
iid T 


l 
x= +5 T + k: 2n ofx = —0,7297 +k. 2r of 
x= —2,4119 + k: 2n 


ji 
x = 204777 +k: 57 
l 
T= -0,1974 + k-51 
l 1 
x=+5T+k:2rofx= rn + k. 2 of 


5 
x=—n +k-2n 





6 
2 2 l 2 
— k. fx =- "— 
g Tu zn of x gr+k zT 
2 
x = 0,1142 + k: =n of x = 4,5708 + k - 2r 
Ji 
y kee 
z7 


= —0,6074 + k - 2r of x = 1,3970 + k -27 
= t2 Arego £ — 0 

x 1,8629 (+r) 

x 0, 9455 (+r) 

x 0,2416 (+r) 


$ NN KR HN 
? 


Herhalingsopgaven 


20,75 km 
49,47 m; tussen 44,42 m en 51,20 m 
¿G = 17,57": ZB = 13743: en AC = 11,20 
x= 0,0746 + k-nof x= 14962 + k- 7 

2 2 
x= 0,02444 k: zT of x = 0,6737 + k- zT 


x = 0,2106 + k- 


l 
x=7V3 
EEE A" 

4 
x = 1,3562 + k - 2nof x = 1,1187 + k - 2r of 
x = —0,9757 + k - 2r of x = 3,3231 +k- 2r 
y= kef 
x = 0,7854 + k- 2r of x = +2,3562 + k : 2r 


2 Cos in COS Ln 
2 2 
ji 

VZcos(ţ7- x) 


2(sin x)(sin y) 


2 cos a sin h 
2 2 


=0,5 < ¥ < 0,3105 
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4.1 


lc. 


Limieten en differentiaalrekening 
Het limietbegrip 


ja, f(—1) bestaat niet, perforatie in de grafiek; f (1) 
bestaat wel, f(1) = 0 

Jim fa) = 3, „im 0) =3 

pn KIA) = A, EPE 


lim g(t) = 0 


L—o0 
waarde:0; grafiek nadert tot de t—as 


Het berekenen van limieten 


i 
2 
-F00 
bestaat niet 
0 

=| i 
-1 

—1 

+00 

— 00 

bestaat niet 
+00 


bestaat niet 


—00 
0 

0 

vert. asymptoot: t = 4; hor. asymptoot: y = 5 
(naar links en rechts) 

vert. asymptoten: t = 2 en t = —2; . hor. asymp- 
toot: y = 0 (naar links en rechts) 


vert. asymptoot: t = 0; hor. asymptoot: y = 0 
(naar links en rechts). 

vert. asymptoten: geen; hor. asymptoot: y = 3 
(naar links en rechts). 

vert. asymptoten: x = 0 en £ = =2; 

hor. asymptoot: y = 0 (naar links en rechts) 
vert. asymptoten: geen; hor. asymptoot: 

y = 0 (naar links en rechts). 

vert. asymptoot: u = 0; hor. asymptoot: 

y = 0 (naar links en rechts). 

vert.asymptoten: geen; hor. asymptoten: geen 
vert. asymptoot: u = —/4; hor. asymptoot: y = 0 
(naar links en rechts). 

vert. asymptoten: u = 2 en u = —2; hor. asymp- 
toot: y = 1 (naar links en rechts) 

lim U(t) = 0; hor.asymptoot: y = 0 

(naar rechts). 

(37+ k - 350), met kez. 

Rt 

x=0 


lim(x In x) = 0; geen vert. asymptoot. 
x] 


dim (x In x) = oo; geen hor. asymptoot. 


Continuïteit 

discont. voor x = —2; oneindige discont. 
discont. voor x = —2; ophefbare discont. 
discont. voor x = —5; ophefbare discont. 


discont. voorx = 4; oneindige discont. 
discont. voor x = 2; eindige sprongdiscont. 
functie is overal continu 

discont voor x = 3; eindige sprongdiscont. 


= 

hor. asymptoot: y = 0 (naar links en rechts), vert. 
asymptoot: x = 0 (vanaf rechterkant) 

discont. voor x = 0; oneindige discont. 

f: overal continu 

g: discont. voor x = 0 
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4.5 


la. 


Ib. 


lc. 


ld. 


le. 


lf. 
2a. 


2b. 


2C: 


2d. 


2e. 


2f. 


3a. 


Inleiding tot de differentiaalrekening 


3 m/s 

17 m/s 

2 

—1 + V5 = 1,24 

21 — 10473,9 œ 1,25 

abe ds 5 

5 

2t+ At 

2u + 3+ ^u 

f'a)=2 

f(t) =2t 

l m/s 

15 m/s 

niet differentieerbaar voor t = 0 

MN: 
2 4 

y=6x+1 

y = —2x + 25 

punt: (4,16); raaklijn:y = 16 


De afgeleide van een aantal standaardfuncties; 


rekenregels 


f'(x) =3 +1 
f'(x) = 2lx° + 8x 


3 3 
/ 
mm ham 
f (x) zt 
3 5 
/ 
x) =  + 
f (x) EVE aA 
—3 3 
(x) = dk 
f (x) INT z Vx 
—2 
/ me 
Pe- 
f'(x) = —4sin x + 3 cos x 
8 
g'(x) = 3x? tan x + zt 
(cos x) 
3x sin xcosx— x 5 > 
3 tanx + — + 
(sin x) (cos x) 
3x? g 





tan x (sin x)° 


f(t) = cos t - cos f — sin t sin t = 


(cos t)“ —(sin tj = cos(2t) 





mi 5 sin u 
(COS u +3) 

t 

h'(t) = txt 
in t 

Ke) e=- 
59 
l 1 


1 nin wt 


3b. 


3C. 


3d. 


3e. 


3f. 


4a. 


IC. 


ld. 














gy) = 37 — T 
h' (u) = 45u? — 4u —- 3 
E TE: ait AED 
u -24 ps 
dg LEE EE En 
(3 + 2b5) 
d'o) = Cee eei 
c +2 (c3 + a 
BiB — 2 + 2e /e E A 
(c3 + 2) 
- (tan t(cos t)?+t) sin £ COS t + t 


KD s 


(t tan t)? (cos t)? t? (sin t)? 


tan t(cos ig _ sintcost-—t 


/ 

We = 
i (tan t)? (cos t)? (sin t)? 

„~ sintcost + t+ t(sin t)" 
gie mA 
(cos t) 
l 
ra= ae Sa — Vxsinx — V3sin x 
l o, sin x — 2x cos x 
BX) = Sin + VECOSK + 
2y/xX 2/x(sin x)? 
1 
h'(x) = Eer — 7) sinx + ($/X — 7x) cos x 
3x? 

en l 
An: 
y=% 

„Er 
nk alki: 

dq m 8 
Y=" 5 
x = 0 (y-as) 
(3, — 17) en (—1,16) 
y= -—2x-— 4 
(—2,1) 
y=- FI 


De kettingregel 


Fuj = De” F 3)" 

PW =(-3(B —2t +1) aA — 
6 — 91° 

(B -2t+1) 

g'(t) = (15 — 10672) (3t + 241) 


TeV Het 
ENE) EE 5) = 


—5(5 — 3A (56t — 3) 
(rj 











le. 


lf. 


2a. 


2b. 


2E: 


2d. 


2e. 


2f. 


3a. 
3b. 
JE, 
3d. 
38, 


3E 


3g. 
3h. 


3i; 


3j. 


3k. 


gi, 


4a. 


4b. 


4C. 


4d. 


ANTWOORDEN 


f'(x) = 60x2(423 — 3) (x5 +3) + 
15x4 (423 — 3) (x° +3) =— 
15x2(8x5 — 322 + 12) (4 —3) (5 +3) 





/ 6x°(5x — 9) 
f(x) =-— (Bx — 3) 

Ia A4 
ETE 

/ —] 
f(x) ZEE 

18t* +5 
8) 61% +5 

/ 2/t +1 


EE 
FD = gr cos st zt )- 








V2t 
3/2 sin(3t - ze) 
t= 2t + 1 — sin(nt) cos(nt) 
j (cos(nt))? (2t + 1)V2t + 1 
f(t) = 3t? cos(t°) 
f'(t) = 3(sin t)*cos t 
f(t) = 3 cos(3t) 
F (H= 3 cost 
f(t) = cost 
f(t)=1 
f'(t)= sin3 
/ —3 COS t 
{u (sin t)? 
/ 1 
f9) = sin 3 
r= sid ment 
3 
l 


(sin x)’ (4(cos x)°+3(sin ar) 
f (x) = — nem 


(cos x 


/ 


f(t) = 6sin t cos t((sin t)*—(cos ot) 5 
3 sin(2t) ((sin t)t+—(cos ot) 


_ (cos t)"2(sin 1)” 


8) 2vVsin t 
l 
tan(—) 
g'(t) = — ví 





4.7 





De afgeleide van exponentiële en logaritmische 
functies 


2 
rojas -2i 
f'(x) = cos xesin x 
f'(x) = ent + x cos xe? = (1 + xcos zein * 


tan x(cos x)’esin x _ esinx 





/ 
£ oA 
dik (sin x)° 
(sin x(COS gi jets 
(sin x)? 
f'(x) ae (sin xXx + X COS xe” sin x 
f'(x) = (sin(3x) + 3x cos(3x))e* sin(3%) 
g'(t) = Int 
2 
/ —e č — 
BU 
*20C 
| 
/ pane 
g (t) tIn t 
T 
g (1) = 2 sin tIn(sin t) 
1 2 
g(t) = 


sin fcost sin(2t) 
Fw alm 


f(n = 22an: 

A5 2 B # 

Fa —log(t +1) + (ZD 
Pld = _3sin(3t) nld 


“_cos(3f)In10 In 10 
g'(x) = e* In x — xeX In x de eX n 
(in z+ xnxx -+ Ije” 


g(x) = (Inx + ijen 


/ N 
EU) mi 
g(x) bestaat niet en dus g'(x) ook niet 
Hit) =— 0 
_2In3(t*+1)-32% — t3” 





h'(t) = 
9) (t? +1)vt? +1 
4 
(e: 4 87%) 
h'(t) =e-ett = el+el 
h'(t) = ple” = ette 


f'(x) = (tan x)” (In(tan g) — ee) 
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7b. 


Te. 


7d. 


4.8 


la. 


be. 


5f. 


lb. 


lc. 


i tv 
f(t) = 17 
g'(u u) = 2 yn ü jn u 

f'(x) = xE P(e imapi r) = 


xe -Dex 


“(eind 


(xn x +1) 


De differentialen dy en dx 


G In t air Er FT 2t sin(3t) + 31° cos(3r) Jdt 


da _6xy° aae pe 
2y° + 6x 
2 
dz — SN +1 
2z 
ne z+ sin(z + t) dt 


- t+sin(z+ t) 
1 2 3 

ip EE OY qe 
xe + xylnx 

AV æ dV =3r?Ar = 3 - 402 -1 = 4800 cm 


r= y2; Arxdr= 
T 


4 
y = -4x +2V3+ 3T 
dy _ 2x +3y 
dx  3x+2y 
dy _ cos y — 3ye” 
dx es*— xsiny 


AO æ -0,063 cm 





l 
2V TO 











dy 4x- x? 
dx y 
dy y? 
de æ 
dy _ y _2x-y 
de x Dy 
dř yer 
B Perre 
KEE 

4 4 


horizontaal in (3,6) en (—3, — 6); verticaal in (6,3) 
n (—6, — 3). 


De afgeleide van de cyclometrische functies 


a TEAN 
= y] -— 25x2 
[On 
vl xt 
He (1 + x) arctan x -a 


(1 + x?)(arctan x) 


ld. 


le. 


Lf. 

2a. 
2b. 
Ze. 
2d. 


2e. 


2f. 


4.10 


la. 


lb. 


lc. 


ld. 


le. 
jiw 


3a. 


3b. 
3c. 


3d. 


4.11 


la. 
lb. 
Ic. 
ld. 
1e. 





j 2 arcsin t 
Pi mt eens 
fo 
f'g) = : 
= (1 + 422) /arctan(2z) 
/ E |; 
1) EA 
gil 
ii a= 
gU Pr 
g'(x) = 
i 10(u — 1) 
EU) =- pF 
B 
f'(t) = 2t arcsin t + H 
BRA aa 2y 
g W) = y2 +4y+5 


Afgeleiden van hogere orde 





f'(x) = -2 ae 
f'(x) = —48x +38; f" (x) = —48 
f'(x) = 35VxE; f" (x) = ge 

II mn 42 
RE 
Fo) = 2e ln af == 2int +3 

IlI 2 
f (x)= S 

/ eg 2 ` 1 mk 8 sin (2t) IH a 
8u (cos(2t))? g (1) cos)? g (1) = 
16(cos(2t))?+24(sin(2t))? _ 16 + 8(sin(2 ty) 

(cos(2t))* (cos(2t))* 

ft) = el + et. FD = eZ + et, f(t) = es + et 
g'(t) = cost — sin t; g” (t) = — sin t — cos t; 
g” (t) = — cost + sin t 


| 
Le cos x als n een even getal is 
f(x == i ) 8 ja 


l n ; 
(—1)2/*D sin x als n een oneven getal is 


f™ (x) = (ln 3)”37; ja 
n n! 5 

f™(t) = a-g ja 

FPD (4) = (t + mel; ja 


bestaat niet 


ANTWOORDEN 











kA l AC. vert. asymptoot: x = —2; 
2a. +oo hor. asymptoot: y = 1 (naar links en rechts). 
2b 3 4d. vert. asymptoot: x = —1 en x = —2; 
4 hor. asymptoot: geen. 
2c. = 4e. vert. asymptoot: x = 0; 
2d. 0 hor. asymptoot: geen. 
Sa. 2 4f. vert. asymptoot: x = 0; 
3b. l hor. asymptoot: y = 3 (naar rechts). 
3G; l 3 
3d. _4 5a. discont. voor x = z oneindige discont. 
= 3 i 
a r 3 bh. discont. voor x = z ophefbare discont. 
4b. 8 a: discont. voor x = 0; eindige sprong discont. 
5a im HE U 5d. discont. voor x = 0; eindige sprong discont. 
iso ` R 5e: discont. voor x = 3; oneindige discont. 
5b. _ lim i(t) = U t of. discont. voor x = —2; ophefbare discont., discont. 
Ro > L voor x = 3; oneindige discont. 
6a lim q(t) = CU j 6 
t— o0 6a. f'(x) = 6x — -7 
6b lim q(t) = —t es 
C—oo at) L 6b. f(x) = 
7 lim HE) = gt 2x = 
c] / u 
6c. (t) == 
8. i IU Bit IJ 
6d. I(x) = 3x? + 6x — 18 
8 
| 2 +t+4 
| se gi LE) 
412 _ Herhalingsopgaven (t2 — 4) 
l 
-2 voor < 7 
ia d 6f. EE = i 
2 2 voor x > — 
lb. bestaat niet : j 2 
in x 
lc. 0 7a F(= Mana A, 
1 (COS x) (sin X) 
ld. — V2 — sin 
e m Pie 
le. 2 l + (cos x) 
l l l 
lf. 3 7c f= = — 
da 1 In(arcsinx) arcsinx vy] — x? | 
3 7d. f(b = 2sin t (In 2) cos t + 2 cos t + 2 cos(2t) + 
= i 2 sin t cos t 
Č. —00 
dy 2e — yin 
2d. bestaat niet 8a. S= EE se meme 
de i dx x + 2y sin y cos y — xye} | 
; a y 
| 2f. bestaat niet Bb dy AX t ycos(+) 
3a. 5 dx  _2x2y + x cos (5) 
2 9b. = {3 
bh Det i 
3 3 10. ý= #2 
a6. 0 5 
W l 1l. Ay ~ dy = 5 ~ 0,0114 
; ->T 
2 
3e. 0 
3E 0 
4a. vert. asymptoot: x = —1 en x = —2; 
hor. asymptoot: y = 0 (naar links en rechts). 
4b. vert. asymptoot: x = —1; 


hor. asymptoot: y = 0 (naar links en rechts). 





ANTWOORDEN 


5.1 


5.2 


la. 


lb. 


LG, 


ld. 


le. 


IE 


2a. 


2b. 


Functieonderzoek; toepassing van de 
differentiaalrekening 


Stijgende en dalende functies en de afgeleide 


x) = 3x4 — 6x — 
f'(x) =3 -62-3 
stijgend voor x < 1 — v2 V x > 1 + v2; 
dalend voor 1 — v2 < x > 1 + v2 
n. Ee 3x? — 6x 
| (x3 — 3x2)" 
stijgend voorr <0 V2<x<3Vx>3; 
dalend voor 0 < x < 2 
l 

/ 

(j == 
f (cos x)? 


;: N b 
stijgend voor: — rn < X < 41 


dalend voor -An<x<-invidn<ax<dr 
7 3 4 2 


Minima en maxima 


stijgend voor x < —2 V x > 2; 
dalend voor —2 < x < 2; 

lokaal max. 19 voor x = —2; 

lokaal min. —13 voor x = 2. 
stijgend voor t < —3 V t > 2; 
dalend voor —3 < x < 2; 

lokaal max. Ra = dl } voor t = —3; 


lokaal min. $ voor x = 2. 


stijgend voor z > 2; 

dalend voor z < 0 VO <z <2; 
lokaal min. 12 voor z = 2. 
stijgend voor u < —3 V u > —3; 
geen maxima of minima. 
stijgend voor —1 < x < l; 


dalend voor x < -1 V x> l; 


globaal max. 4 voor x = 1; 


globaal min. — 4 voor x = —1. 


stijgend voor —1 < z < l; 


dalend voor 1 < z,< 2; 


globaal max. } voor x = 1; 


globaal min. — } voor x = —1. 


.: l È g 
stijgend voor ~g n < xX < 51 


1 l 1 1. 
dalend voor — 5 7 << EVERS 


lokaal max. 4 JS — } T VOOr X = $ 1; 
lokaal min. -443 + tn voor x = —£ T; 
globaal max. 4 n voor x = — +; 
lokaal min. — } T voor X = 5 T. 

ee l . 
stijgend voor x > >In 3; 
dalend voor x < JIn a 


globaal min. 2/3 voor x = 41n 3. 


2e. 


2d. 


3a. 


3b. 


3c. 


3d. 


5.3 


la. 


lb. 


Le; 


ld. 


le. 


LE 


2a. 


2b. 


2C, 





:; 1 |o 
stijgend voor — zn < V < 31 


dalend voorn SRE Am; 


globaal max. 2 voor v = tn; 


globaal min. —3 voor v = -4 1. 


stijgend voor 0 < t < es; 


dalend voor t > e; 


l 


globaal max. £ voor t = e. 


stijgend voor — 3 zrg 

dalend voor 0 < x < 3; 

globaal max. 5 voor x = 0; 

globaal min. 0 voor x = — 3 en voor x = 3. 
stijgend voor 0 < x < 4v t> E 


dalend voor x < 0V4 < x < Į: 


lokaal max. 4 voor x = +4; 


globaal min. 0 voor x = 0 en voor x = 1. 
stijgend voor t € R. 

dalend voor x > 1; 

globaal max. 5 voor x = 1. 


De tweede afgeleide; buigpunten 


convex voor x > l; 

concaaf voor x < l; 

buigpunt (1, — 2). 

convex voor t < 1 Vt>2; 
concaaf voor 1 < t < 2; 
buigpunten (1, — 1) en (2,0). 
convex voor u < 0 V u > 2; 
concaaf voor 0 < t < 2; 
buigpunt (2,0). 

convex voor z < -l Vz> l; 
concaaf voor —l < t < l; 
buigpunten (1, }) en (—1,4). 
convex voor x < -2Vx> 22; 
concaaf voor —2 < x < 2/2; 
buigpunt (22, -5 V2). 
convex voor t > —l; 

concaaf voor t < —l; 

geen buigpunten. 

convex voor 0 < x < ġnV4n < x< 2r; 
concaaf voor 4n < x < $n; 
buigpunten (4 n,0) en (47,0). 
convex voor u > 2; 

concaaf voor u < 2; 


, 2 
buigpunt (2 5) 
convex voor t > 2; 


concaaf voor t < 2; 
buigpunt (2,5). 
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2d. 


2e. 


aL 


5.4 


3a. 


3b. 


3C: 


convex voor x < 0 Vx> l; 
concaaf voor 0 < x < l; 
buigpunten (0,0) en (1,0). 

convex voor x € R; 

geen buigpunten, wel knikpunten. 


convex voor —V3 < x < V3; 
concaaf voor x < -V3 V x > V3; 
buigpunten (v3, 3 v3) en (—V3, 3 v3). 


Functieonderzoek 


domein: R; 

vert.asymptoten: geen 

snijpunten met coörd.assen: (0,0), (1 + v6,0) 
hor. asymptoten: geen 

symm.eig.: geen 

stijgend voor t < —0,79 V t > 2,12; 

dalend voor —0,79 < t < 2,12 

maximum 2,21 voor t = —0,79; 

minimum —10,06 voor t = 2,12; 

convex voor t > $; 


concaaf voor t < $; 


buigpunt: (4, — 4$). 


domein: R; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunten met coörd.assen: (0,5), (+1,0); 
hor. asymptoten: geen; 

symm.eig.: even functie; 

stijgend voor: z < 0; 

dalend voor: z > 0; 

maximum 5 voor z = 0; 

minimum —10,06 voor t = 2,12; 

convex voor geen enkele waarde van z: 
concaaf voor z € R; 

buigpunten geen. 

domein: —3 < u < 3; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunten met coörd.assen: (0,4), (+2,0); 
hor. asymptoten: geen; 

symm.eig.: even functie; 

stijgend voor -2<u<0Vv2<usg3; 
dalend voor —3 < u < -2v 0 < u < 2; 
maximum 4 voor u = 0; 23 voor u = +3; 
minimum 0 voor u = +2; 

convex voor —3 < u < -$ V3 V$ V3 < u < 3; 
concaaf voor — $ v3 < u < $ v3; 


buigpunt: (+ 4 v3, 48). 


3d. 


4a. 


4b. 


4C. 





domein: t # +V7; 

vert.asymptoten: t = — v7, t = V7; 
snijpunt met coörd.assen: (0,0); 

hor. asymptoot: s = 0 (links en rechts); 
symm.eig.: oneven functie; 

stijgend voor geen enkele waarde van t; 
dalend voor t # —V7; 

maxima: geen; minima: geen; 

convex voor: — v7 < t < 0V t > v7; 
concaaf voor: t < —v7 VO < t < V7; 
domein: R; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunten met coörd.assen: (0,0); 
hor. asymptoot: v = —3; 

symm.eig.: even functie; 

stijgend voor: z < 0; 

dalend voor: z > 0; 

maximum 0 voor z = 0; 

minimum: geen; 

convex voor z < — 4 v6 vz > 4 v6; 
concaaf voor — 4 v6 < z < 4 v6; 
buigpunten (++ v6, — 4). 

bereik: -3 < v < 0 

domein: y # +V6; 

vert.asymptoot: y = +v6; 

snijpunten met coörd.assen: (0, — $), (+ V7,0); 
hor. asymptoot: x = —1; 

symm.eig.: even functie; 

stijgend voor y < —V6 v —V6 < y < 0; 
dalend voor 0 < y < V6 V y > v6; 
maximum — % voor y = 0; 

minimum: geen; 

convex voor y < —vV6 V y > v6; 
concaaf voor — v6 < y < V6; 
buigpunten: geen. 

bereik: x < -Vx > —l 

domein: z > 0; 

vert.asymptoot: z = 0; 

snijpunt met coörd.assen: (1,0); 

hor. asymptoot: w = O(naar rechts); 
symm.eig.: geen; 

stijgend voor: 0 < Z < e; 

dalend voor: z > e; 

maximum + voor Z = €; 

minimum: geen; 

convex voor: z > ee: 

concaaf voor 0 < z < ee; 


3 
bui t: |. 
uigpun (eve er) 


l 
bereik: z < a 





ANTWOORDEN 


4d. 


5.5 


10d. 


domein: R; 5.6 
vert.asymptoten: geen; 
snijpunt met coörd.assen: (0,0); la. 
hor. asymptoot: u = 0 (naar rechts); 1b. 
symm.eig.: geen; 2a. 
stijgend voor v < l; 2b. 
dalend voor v > 1; 3a. 
maximum a voor v = 1; 3b. 
minimum: geen; 3e, 
convex voor v > 2; 3d. 
concaaf voor v < 2; 4a. 
, 6 4b. 
buigpunt: (2 5) ; 5. 
bereik: z < 3 6. 
7a. 
7b. 


Praktijktoepassingen van de 
differentiaalrekening 





5.7 
Sj = 6 m; 
Ù = 9 Mi f S; L. 
Sef B 
nl m+s 2a. 
2s 
L 
24 m 
y 4 f 
3,10 
Fa x 1,92 m / s 
5/5 = 11,18 m 
185 ~ 20,83 m 
ee 6l = 97,31 km / u 
z m / s 
v = -0X sin(@t) + v cos(wt) 
a = —@?xp coslot) — ovo sin(wt) 
1 
Xmax = y ve T (@x0)°; 
vı = 0; 
dj = O? Xmax 
i ; 
pen vô + (0x0) . sin(@t + d); 
tan ọ = aS 
Vo 
v = vé + (@x)? - cos(ot + p); n 
2b. 


— W | vs + (œx)? - sin(ot + p) 


De draad mag niet verknipt worden; het geheel 
moet een cirkel vormen. 


winst = 30, — 4y 4° + 4q 


a 


q= l4 
46,7% 
q= 3 

q = 2000; 


p = 800,00 





Numerieke nulpuntsbepaling 


x= 08 
x = —0,8 
w = lS 


x = l2 V g = ld 
X. = 185718037 
X2 = —0,97474572 
ža = 0,73908526 
xs = 2,02783507 
0,5671 

—1,2195 

—0,4590 en 0,9100 
0,6949 

1,414214 
2,279507 


Herhalingsopgaven 


stijgend voor x < 1 V x > 3; 
dalend voor 1 < x < 3 
domein: 1 < t < 3; 
vert.asymptoten: geen; 
snijpunt met coörd.assen: (1,0) en (2,0); 
hor. asymptoot: geen; 
symm.eig.: geen; 

stijgend voor 1 < t < $; 
dalend voor 4 < t < 3; 
maximum } voor x = 4; 
minimum: — a voar y= 3 
convex voor 2 < t < 3; 
concaaf voor 1 < t < 2; 
buigpunt: (2,0). 


oe a 1 
bereik: -F < y < 5 






2 F4 28. 


domein: R; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunt met coörd.assen: (0,0); 

hor. asymptoot: u = 1 (naar links en rechts); 
symm.eig.: even functie; 

stijgend voor z > 0; 

dalend voor z < 0; 

minimum: 0 voor z = 0; 

concaaf voor w # 0; 
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buigpunt: geen. ze, domein: R; 

bereik: 0 < u < 1 vert.asymptoten: geen; 

snijpunt met coörd.assen: (0,4) en (—1 — 3 %9,0); 
hor. asymptoten: geen; 

stijgend voor iedere waarde van t; 

minima / maxima: geen; 

convex voor f < =]; 

concaaf voor t > —1; 

buigpunt: (—1,3). 

bereik: R 





2C. domein: x # 0; 
vert.asymptoten: x = 0; 
snijpunt met coörd.assen: (—1,0); 
hor. asymptoot: geen; 
symm.eig.: geen; 
stijgend voor x < 0 V x > /2; 
dalend voor 0 < x < 2; 
| minimum: 3 \/2 voor x = /2; 








convex voor x # 0; Ea 
buigpunt: geen. 2f. pen FU = dT 
bereik: R domein: R; 


vert.asymptoten: geen; 
snijpunt met coörd.assen: (0,0); 
hor. asymptoten: geen; 
symm.eig.: even functie; 
stijgend voor x > 0; 
dalend voor x < 0; 
minimum 0 voor x = 0; 
convex voor -v3 < x < v3: 
concaaf voor x < —V3 V x > v3; 
buigpunt: (—v3, ł V3) en (v3, 3 v3). 
2d. domein: t # —1; bereik: y > 0 
vert.asymptoten: t = —1; 
snijpunt met coörd.assen: (0,0); 
hor. asymptoot: geen; 
stijgend voor t < —2 V t > 0; 
dalend voor —2 < t < -1 Vv -1 < t < 0; 
minimum: 0 voor t = 0; 





maximum: —4 voor t = —2; 





| convex voor t > —1: 
concaaf voor t < —1: 


buigpunt: geen. | 
bereik: R 3. domein: R; 


| vert.asymptoten: geen; 

| snijpunt met coörd.assen: (0, — 2); 

hor. asymptoot: u = 0 (naar links en rechts); 
stijgend voor z > — 3; 


dalend voor z < — 3; 


minimum — $ voor z = — 3; 


convex voor —3 < z< 0 
concaaf voor z < -3 V z > 0; 
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4a. 


4b. 








buigpunt: (0, — 2) en (—3, — 2). 
bereik: -$ ss u <0 





Sm FE = (C08 f -cost tE [0,27] 

domein: 0 < t < 2r; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunt met coörd.assen: (0,0), (4 x,0), (37,0) en 
(27,0); 

hor. asymptoot: geen; 

stijgend voorr ZEE Var sf <2 

dalend voor 0 < t < inva <t 3; 
minimum — 4 voor t = 4x en voor t = à m5 
maximum 0 voor t = 0, 2 voor t = t en 0 voor 

f = 2; 

convex voor 0,57 < t < 2,21 V 4,08 < t < 5,72; 
concaaf voor 0 < t < 0,57 V221 < t < 

408 V5,/2 < t < 2m: 

buigpunt: (0,57; —0,13), (2,21; 0,94), (4,08; 0,94) en 
(5,72; —-0,13); 

bereik: -4 < s < 2. 


2 
1 


1 7 A 6 


domein: 0 < u < 2m; 

vert.asymptoten: geen; 

snijpunt met coörd.assen: (0,1), (3,52; 0) en 
(5,91; 0); 

hor. asymptoten: geen; 

stijgend voor 0 < u < dr V tr <u% 

2n V FT & iS 2 

dalend voor 4n < u < 4nvğn< u< łn; 


minimum 1 voor u = 0 en voor u = In, —3 voor 


== 3m; 

maximum & voor u = 4 n en voor u = à 7, 1 voor 
u= 2i; 

convex voor 1,00 < u < 2,14 V 3,78 < u < 5,65; 
concaaf voor 0 < u < 1,00 v 2,14 < u < 

3,78. V 5,65 < W < An: 

buigpunt: (1,00; 1,26), (2,14; 1,26), (3,78; —0,89) en 





AC. 


4d. 





(5,65; —0,89); 
bereik: —3 < y < 3, 


domein: 0 < XSNRAKHFRAKAFT 
vert. asymptoot: x = Sn; 

snijpunt met coörd.assen: (0,0), (7,0) en (27,0); 
perforatie bij (57,0) 

hor. asymptoten: geen; 

stijgend voor 0 < x < 0,67 V 2,48 < x < 

3 V Zn KS A: 

dalend voor 0,67 < x < dn V dr < x < 2,48; 
minimum 0 voor x = 0, —0,30 voor x = 2,48; 
maximum 0,30 voor x = 0,67, 0 voor x = 2r; 


convex voor 4r SLS 3m; 


concaaf voor 0 < x < nvr <12 2 


buigpunt: geen; bij (4 1,0) is er een perforatie; 
bereik: R. 


3- 
2 


domein: R; 
vert. asymptoten: geen; 
snijpunt met coörd.assen: (0,0); 
hor. asymptoot: y = 0 (x-as), naar links en rechts; 
symm.eig.: even functie; 
stijgend voor x < -1v0 <x < l; 
dalend voor -1 <x <0vVvx> |l; 
minimum 0 voor x = 0; 
maximum 4 voor x = —1 en voor x = 1; 
convex voor 
ES ll V -047 < x< OA Ve LSI 
concaaf voor 
=1,51 < x < =0,47 V 0,47 < x < 1,51; 
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buigpunten: (—1,51; 0,23), (—0,47: 0,18); EE 
op 4 (1,51; a | | a : f e á | 
bereik: 0 < y < 4. 3, G +X +e hadt , 
4. a 5 rg 
6. od 
7a. Nee 
7b. Ja, metk= -+4 
8. 4,04 s; 39,62 m/s? 
9. 27,42 m/s 
10. 412,84 m 
LL. 97,6 m 





6.2 Bepaalde integralen 


6a. 2,6180 2a. 0 
6b. 0,8354 2b. —7 
7a. 2,162278 2e, 3 
7b. 1,930698 2d. 40 
2e 29 
2f —18 
6 Integraalrekening 3a. 1 
3b. -4 
6.1 Onbepaalde integralen 3c æl 
20 
: 3d. ei 
la. g bE 3e. 2 
5 3f. 3 
lb —xV x’ +C 3g ai 
. 162 
3 } 
lc Aimi sj C da 4 
X 4a. Dr 
ld. Wna +E 4b. 2+ln3 
le. xsin(t)+ C 3 2 
lf. 4 x? cos(t) + C ii 2In2 3 
Ig. arctan(¥) + C 4d.  5e3-—5— r 
1 P 
lh. z arctan (e) +C de 3 -3In?2 
li EN rt 1 + C Af 6 — 1/3 
5 X 
7x 4g. 10 
lj. 6 tan(x) + 4 cos(x) + m7 +C 4h. 13 
2a. PAIK HIK (YK) + C Ja. e- 1l 
2b. Bava Vr C 5b. eet 
3t 6a. 63,75 
2c. 5e =d G 


In 3 
2d.  8yx+8xVx Hr +C 


2 6.3 Integratie door substitutie 
2e. Init Fit E 


12 
2f. a AT CO la. (3x +2)°+C 
lb. —+cos(5x) + C 
28.  lInjx|+3vx? +C l 
y 3 —3sşij lt. —-———— +C 
2h. 5 cos(x) — 3 sin(x) + 5 tan(x) + C 8(4x — 1)? 
2i er + C ld. je fl 





ANTWOORDEN 


le. 


LÉ. 


Ip. 
lh. 


li. 
Ij. 


Ik. 


ll. 


2a. 
20 
2e, 
2d. 
ZB. 


2f. 


28. 
2h. 


2i. 


2j. 


3a. 


3b. 
3c. 
3d. 


3e. 


af, 


3g. 
3h. 


3i. 


3j. 


4a. 
4b. 
AC. 


4d. 


4e. 


4f. 


4g, 
4h. 


4i. 
Aj. 


4k. 


4l. 


L (4+ x?)vV4 +x? +C 
0 — 0/2 

(v3 — 3v + 6)°+C 
cos(l1 — z?) + C 


= JS vol 


lan = 


— 
A| ui 


(5z? +7) V5zZ2 +7 +C 


JIN A &o 


In(4x? +7) + C 

m Le 93 de 

3 (arctan 5) x 0,943 
t (inx)°+C 

-$ In|1 — 5x°| + C 
țarctan($ x) + C 
In 7 


2 
2 V3 arcran(* + ) bE 
3 /3 








Ze27 +6 EC 
0,37614 
+ (tan )°+C 
2x—3 
3 
> arctan G 
partan (T$) + 


104 
125. ln5 


8 LEN 
z arcsin 








þ—i ji 


l (2x +4) V2x +4- 4 (2x +4)vV2x+4+C 
l 


135 
$(1+t)VI+t-2vV1+t+C 
=A 16⁄2 
45 
3 (2+3x)/(2 +30 — 3 /(2 +34) +C 
1,1891 
} sin t + Jr sin(7t) + C 
2 2 
90 45 


E. 
-4 (sin t)“cos t — $ cos t + C 


2 

15 

4 cos(tt) sin(t*) +1“ +C 

zb (cos(4x))°sin(4x) + }sin(4x) + C 





Partiële integratie 


Axe lnx- dx +C 
cosx + Xsinx + C 

9 _…l0 l 

T00? T 100 

(5 — 4x) cosx + 4sinx + C 
8p arctan p — 4 In(1 + p“) +C 
—3 + 8in2 

js (4x — De + C 








g“ 
55 E 26 
3ln3 3(In3) 
be —2 
4} (7 +6tjef! + C 

= yte 
3ln2 g9(In2) 
26 a6 _ 2 
Te =g 
FXx/K(— + Inx) + C 
(In pp — 2plnp + 2p + C 
8n — 16 


Integratie door middel van breuksplitsing 


—gin|x + 4| + Flnjx + 4 + C 
è In/x — 5| + tnx + Il} + C 
3In/x + 2| + 4ln|x — 4 + C 





+ In(5) — &In(2) 
“ari — 4lnj|p + 1| + 41ln|p| + C 
l —In2 
l l l 
= on. 5 En 
2(v + 1) zv + 1 + nv Il + C 
-5 + In(6) 


gln2+4ln7 +4 
2 — ĉlnjx| + ln|x — 5| + C 


e Ee ES E 


2 
)+c 





ln(z? +4z +8) -2 arctan (2 T 


3 In($$) + 4 v2 arctan(3 V2)— 
H /2 arctan (3V2) 


3 4 
—/ In|x + 1| +7 ln|x| + Tt 


x+1l 





3ln5 +£ lIn(2) +4 





x 
3ln(x? — 8r +18) + l2vZarctan 
| | = 





—4 
)+c 


= ANTWOORDEN 











56.5 _Oneigenlijke integralen 2d. (3w? —8)(w° +4) VW +44 C 
2e. ln12-2ln(1 + v3) 
la. iiai If — js cos(8t) — 4 cos(2t) + C 
i r 2g. __— jreos(2t*) sin(2t*) +3 tt +C 
3 
le. 3 2h. 2In(#) +2 
Id. 0 3a. łr-+4ln2 
Le: divergent i l l 
3D: — — lnx + ln(x +5) + C 
I A o 
; , l 
lg. divergent 3c.  žln(x? + 2x +5) — Jarctan( 2 z ) +C 
2 
Ih. 0 
y l 3d. +4lIn2-4ln5 + 
L Ti } 
In 2 3e. x arctan(3x) — 4lIn(1 + 9x?) + C 
: 1 
| lj. —4 ap 6561-Im3 — 820 
| B a | 2(In 3)? 
| H. en 3g.  +4ln5+%2ln3-3łln7 
3h. —2t* cos(4t) + +cos(4t) + tsin(4t) + C 


4a. 4,374532783 
4b. 4,426627858 


4c. ze~ 0,113262 


6.7 Numerieke integratie 


la. 4,646264370 


1b. 107 4d. 1904 
2a. 4,666563053 5a. en 
l 5b. e 3 

2D; 

1024 5C. 2 In3 
2d. 24 ag Ja 
op 6a. 1680 m 
3b. 0,4362066156 f wdn 
3d. 330 m 


4a. 1,002279878 
4b. 1,000134585 


5a. 4770347066 ] Toepassingen van de integraalrekening 
5b. 0,23487 
5c. 26 7.1 Oppervlakteberekeningen 
6a-b. 116m 
l 
l 154 
2 44 
6.8 Herhalingsopgaven Ji 
4a. p 
la. —4(1-—2x?)v1 -— 2x? +C 4b. 4 
4 
iko nt 4c. 20% 
tE na 2) 5, 2/2 
lc. -b Vo arctan(}xv5) + C 6. 2jñ2—1 
Id. ell-e! T, 8ln2+e-8 
le. —¢ẹcos(3v? —5) + C 
4 
lf —— +C ' ' 
In x 7.2 Versnelling, snelheid en weglengte 
lg. arcsin(4+ x) + C 
lh. —v4-x? +C la. 201,274 m 
mdf en 
16 4 C. j m/s 
2b. - 4v2 


2a. 5t + 5t? 





= ANTWOORDEN 


Ze, 


3t +3 LVL 
9 a: 9 
43 P 
E.: E A o E (V21 I) -5 
PaA FR id 112 


s(t) = 8tyt — 8Vt +3 m; 

v(t) = 4 t? yt — 48 tyt + 3t — 0,36667 m/s 
15,514 m 

v(t) = 2 + GL m/s; 

s(t) =3 + 2t + 0,025 m 

3,058 s 

4,437 s 

31,777 m/s 


41n 10 ~ 0,768 s 
11,162 m 


Booglengte 


-Æ (10/10 — 1) 
12 

8 

zaz (8282 — 1) 
+In3 +4 


Volume van omwentelingslichamen 


ep) 
eN 
A 


A AJP Se odf 
A 3 a 


Sus 
O 
J 


a gS A A ol 
; 3 H ; 

D ® lg?) 

+ | 

n= 

a 


Go Of 


12262,57p J 
38,524 MJ 
28,893 MJ 


7a. 
7b. 
7C. 
8a. 
8b. 
9a. 
9b. 


10a. 
10b. 
lla. 
11b. 


1.1 


7b. 


7.8 


la. 
lb. 
IC. 





0,827 kJ 
13r kJ 
39r kJ 
320456 J 
—421843 J 
—3440 J 
—5029 J 
1318 J 
826 J 
0,805 J 
1,218 J 


Hydrostatische kracht 


39 kN 
3,3 kN 
52 kN 
150 kN 
46 kN 


Toepassingen uit de elektriciteitsleer 


u(t)=2-10° V, te [0,10 °]s; 
Poem = 4000 W; 

gem = 10 A; 

lf = V3 A 

i(t) =2,5-10°t* A, te [0,105] s; 


If = 35 V5 A 
Pgem = 0 W; 
Igem = 2,5 A; 
leff = 3 v3 A 


üplt) = 7,4 e” 20! + 7,4 sin(320t) V; 

ur(t) = —74-e 20! + 118,4 cos(320t) V; 

uc(t) = —1,85 - 103e”20! — 0,12 - 10° cos(320t) V 
gem = 3,2 A; 

yr =5 A 

gem = 2,7 A; 

hf = 4,2 A 

6 MJ 


Zwaartepunten 


| 
| 


ld. 


le. 


1.9 
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6,535) 


Overige toepassingen van de 
integraalrekening 


24300 m 
22 mm 

1500 m 
128 mg 
128,918 liter 
1125 liter 


1.10 


5b. 
5C. 





Herhalingsopgaven 


331088 J 
33109 N 

3 a2 29 18 35 
Mank FS RJ 
l 5: 1 5 
ze ze 
61n6 +e- 12 


T (sn 6)2+6 — 12 In 6) 


n(4 e? +36 1n6 — 54) 
253,125 m 











abc-formule 30, 65 

absolute waarde 48 

afgeleide 167 

afgeleide functie 167 

afgeieide van de tangens 174 
afgeleide van een constante 171 
afgeleide van een machtsfunctie 172 
afgeleide van sinus en cosinus 172 
afgeleiden van hogere orde 203 
afhankelijke variabele met functiewaarde 55 
amplitude 104 

arbeid 365 

argument 44, 55 

associatieve eigenschap 22 
asymptoten 149 
basisvaardigheden 11 
benaderde oplossing 262 
benaderen met een rechte lijn 193 
bepaalde integraal 286 

bereik 235 

bergparabool 65 

bisectie 264 

bol 229 

booglengte 353 

bovengrens 286 

breuksplitsen 316 

buigpunten 234 
buigpuntsraaklijn 230 

capaciteit 373 

cirkel 195 

commutatieve eigenschap 22 


Register 


complement 105 
concaaf 229-230, 234 
condensator 375 

continu 157 

continuïteit 156 

convex 229-230, 234 
cosinushyperbolicus 251 
cosinusregel 106 
cyclometrische functies 123 
dalend 59, 222, 234 
dalparabool 65 

de raaklijn aan een kromme 
de regel van L'Hôpital 207 
derde afgeleide 203 
differentiaal 194 
differentialen 191 
differentieerbaar 167 
differentiequotiënt 163 
differenties 163 
differentiëren 168 
discontinu 157 
discontinuïteiten 234 
discriminant 31,65 
distributieve eigenschap 21 
domein 234 
driehoeksmeetkunde 104 


‚ 200 


195 


dubbellogaritmisch papier 81 


e 185 
e-in-de-macht-lIn-methode 
eerste afgeleide 203 
eindige sprongdiscontinuïteit 


188, 212 


159 
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enkellogaritmisch papier 81 
even functies 237 
evenredigheidsbegrip 13 
evenredigheidsfactor 61 
evenwichtslijn 104 
exponentiële functie 74 
extreme waarden 224 
factoren 21 
functieonderzoek 234 
functievoorschrift 55 
gebroken vergelijkingen 31 
gewone logaritme 78 
globaal 224 

globaal maximum 224 
gravitatiewet van Newton 13 
groeifactor 39 

grondtal 44 

hogere afgeleiden 203 

hol 229 

horizontale asymptoot 71, 149 
horizontale asymptoten 234 
hydrostatische kracht 369 
hyperbolische functies 251 
infinitesimaalrekening 194 
infinitesimalen 194 
insluitstelling 152 
integraalteken 277 
integrand 277 
integratie-interval 286 
integratieconstante 277 
integratievariabele 277 
integreerbaar 278 
intercept 60 

inverse functievoorschrift 94 
iteratief proces 267 
iteratiefunctie 267 
kettingfunctie 90 
kettingregel 180 

kleinste gemeenschappelijke veelvoud (KGV) 17 
knikpunt 221 

knikpunten 225 

kruislings vermenigvuldigen 32 
kwadraatafsplitsen 31, 62 
kwadratische functies 62 
kwadratische vergelijking 30 
lading 375 

lenzenformule 28 
limietbegrip 137 

limieten 137 

lineaire benaderingen 193 
linker-Riemann-som 285 
linkerlimiet 140 
logaritmen 44 
logaritmisch grafiekpapier 80 


logaritmische schalen 80 
lokaal 224 

lokaal maximum 224 

lokaal minimum 224 
lokaliseren van een nulpunt 265 
machtsfunctie 60 

maxima 234 

maximum 224 
merkwaardige producten 21 
methode van Newton-Raphson 266 
minima 234 

momentane snelheid 165 
natuurlijke logaritme 78 
nauwkeurigheid 269 
numeriek 262 

numerieke integratie 327 
omwentelingslichaam 357 
onafhankelijke variabele 55 
onbepaald integreren 277 
onbepaalde integraal 277 
onbepaalde vorm 206 
onbepaalde vormen 148 
ondergrens 286 

oneigenlijke integralen 321 
oneigenlijke macht 40 
oneindige discontinuïteit 159 
oneven functies 237 
ontbinden in factoren 23 
ophefbare discontinuïteit 158 
oppervlakte 284, 343 
parabool 62 

partiële integratie 311 
perforatie 139 

periode 104 

primitieve 277 

proces van de tweede orde 269 
productregel 173 
puntsymmetrie 71 
quotiëntregel 173 

radialen 110 

randextremen 224, 234 
randmaximum 226 
randminimum 226 

recht evenredig 61 
rechter-Riemann-som 285 
rechterlimiet 141 

reële getallen 12 

regel van Simpson 327 
rekenregels voor œo 149 
rekenregels voor limieten 145 
richting van de positieve x-as 169 
richtingscoëfficiënt 34, 60, 222 
richtingscoëfficiënt van de raaklijn 169 
richtingshoek 222 





riemann-som 285 
samengestelde functie 90 
sinushyperbolicus 251 
sinusregel 105 

snelheid 349 

somregel 173 

spanning 373 
standaardfunctie 59 
standaardintegralen 279 
standaardlimieten 148, 154 
startwaarde 265, 267-268 
stelsel van twee (lineaire) vergelijkingen met twee 
onbekenden 34 

stijgend 59, 222, 234 
stroomsterkte 373 

substitutie 296 

supplement 106 
symmetrie-eigenschappen 234 


tangenshyperbolicus 251 
tangent 178 
tekenoverzicht 234 
termen 21 
trapeziumregel 327 
tweede afgeleide 203 
tweedegraadsfuncties 62 
veeltermen 60 
vermogen 373 
versnelling 349 
verticale asymptoot 71, 149 
verticale asymptoten 234 
volume 357 

weerstand 373 
weglengte 349 
wortelvergelijkingen 33 
zelfinductie 373 
zwaartepunt 378 
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